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PREFACE. 



L'etude des series k termes positifs, qui est I'objet de ces 
Legons, est etroitement liee a la theorie de la croissance et, 
par la, se rattache a bien des probl£mes de la plus grande 
importance en Analyse, et particulierement dans la Theorie 
des fonctions. II a deja ete question de plusieurs de ces pro- 
blemes dans mes Ouvrages anterieurs sur la Theorie des fonc- 
tions ; cornme je Tai deja indique, une theorie generale de 
la croissance devrait logiquement etre r introduction a toute 
etude d'Analyse; mais c'est seulement apres avoir etudie 
separement les diverses questions oii la croissance intervient 
que Ton pourra tenter l'exposition complete de la theorie 
gen6rale; les elements de cette theorie sont esquisses dans le 
Ghapitre III de ces Legons. 

Ce petit livre a ete redige d'apres vingt legons que j'ai 
faites au College de France en 1900-1901 (*). L'un de mes 
auditeurs, M. Robert d'Adhemar, avait bien voulu me pro- 
poser de travailler a cette redaction . 

Je tiens a le remercier tres vivement de la peine qu'il a 



( l ) Gours institur par la fonrialion Glaurle-Autoine Peccot. 
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prise, des soins qu'il y a donnes, et de la rapidite avec 
laquelle il Fa termince. 

Sur bien des points, il aurait cte possible d'ajouter de 
nombreux complements, car le sujet est extremement vaste; 
mais, en augmentant ainsi Tetendue de ces Lecons, je leur 
aurais sans doute enleve la forme si vivante qu'a su leur 
donner M. d'Adhemar. J'ai prefere respecter sa redaction et 
je suis convaincu que tous les lecteurs m'en sauront gre. 

.Paris, le 17 oovembre igoi. 
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CHAP1TRE I. 

CONVERGENCE DBS SERIES A TERMES CONSTANTS. 



Generalites. 

» 

II sera presque exclusivement question, dans cet Ouvrage, de 
series & lermes posit if s ; c'est dire que, lorsque nous parlerons de 
series de puissances, non seulement les coefficients seront sup- 
poses positifs, mais aussi la ou les variables. 

Les series a termes tous positifs forment une classe tres impor- 
tante de series qui peuvent 6 tre trait£es par des methodes sp£ciales. 
Quelques-uns des r£sultats etablis, notamment ceux du Cha- 
pitre VI, ne s'^tendraient certaincment pas sans d'importantes 
modifications a des series quelconques. 

Nous ferons d'abord une 6tude des criteres de convergence et 
nous verrons ce qu/il faut penser de leur degre de generalite. 

L'on sail que Ton appelle criteres de premiere espece ceux qui 
ne font intervenir qu' un terme, tin seul indice : tel est le critere 
de Cauchy relatif a 

y~u n . 

L'on appelle criteres de seconde espece ceux qui font intervenir 
deux termes : tel est le critere de d'Alembert relatif a 

B. 1 
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Ces criteres se dcduisent de criteres de premiere espece, nous 
les laisserons d'abord de cdte comme elant moins gdn^raux. 

II existe enfin des criteres qui font intervenir une infinite 
d inddterminees, par exemple le crit£re de Kummer, les criteres 
de Paul du Bois-Reymond. 

Nous les laisserons aussi de c6t£, non point que nous les jugions 
inutiles, mais parce que ces criteres sont, a proprement parler, 
des definitions transformees de la convergence et de la diver- 
gence ('). 

Nous nous occuperons done exclusivement des criteres de pre- 
miere espece, voulant £ludier les series au point de vue des 
modes de croissance. 

II ne suffit pas de savoir si une serie converge ou non, il est 
aussi important de savoir avec quelle rapid ite elle converge, 
e'est-a-dire quel est Tordre infinitesimal de Pinfiniment petit 

(S-S„), 

n £tant infiniment grand, S repr^sentant la somnie de la serie, S fi 
representant la somme des n premiers termes. 

Si la se>ie diverge, il faut connaitre le degre* de Tinfiniment 
i^rand 

D 

lorsque n croit indefiniment. 

La rapidite" de la convergence sera done definie par le degre 
de grandeur ( 2 ) de 

s^s; ( " =oe) ' 



( l ) Le critere de Kummer repose sur la possibility d'ecrire : 

"« A«+i ■ • * 

Le crilerc de Paul du Bois-Reymond repose sur la possibilile d'dcrirc : 

"»+i = M «-ui — M„ 

( M n n'augmentant pas indefiniment avec n), 
ou encore : 



Wfl+1 " ' M.. M. 



'/» "*«+-! 



(M n augmenianl indefiniment avec n ). 
(-) Voir Chapitre III. 
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et la rapidity de la divergence par celui de 

S„ (/i = co). 

Ainsi, apres avoir donne les criteres fondamentaux de Bertrand, 
apres avoir compare* le probleme des series au problEme des inte- 
grales qui s'y rattache Etroitement, nous etudierons la croissance 
des fonctions en introduisant une terminologie qui parait devoir 
Etre commode. Cela nous am£nera k la conception de \n fonction 
idiale de Paul du Bois-Revmond. 

Apres une digression sur les series a plusieurs indices, nous 
Etudierons enfin, au point de vue de la croissance, les fonctions 
de une ou plusieurs variables representees par des series de 
puissances convergentes partout ou seulement dans uncertain 
domaine. 



Formation de criteres de premiere espece. 

Les regies de Cauchy et d'Alembert ne sont, en somme, que le 
resultat de la comparaison d'une serie avec une serie convergente, 
la progression geometrique 

Bertrand a donne* [ r ) une infinite d'autres sEriesde comparaison 
que nous Etudierons en partant d'un thEor&me de Cauchy. 

ThGoreme. — Soit une serie a termes posit if s et decroissants 



2"* ; 



elle converge et diverge en me me temps que la serie 



i 



»a, 



si Von a pose 

v n = a n u a » ( avec a > i ). 



(') Journal de Liouville, i n serie, t. VII; 1842. 
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En effet 

puis(|uc les Lermes decroissent. 
Done 

Faisons/? = a, 3, ..., /*, et ajoutons membre a membrc, il vient 

Ml -+- au a -+- «* Ma»H" • . • < W| -r- fl ( W a -h W a +i -f- U a -hl -4- . . . )« 

Done si ^jtt/i converge, il en estdem&me de 2, v n - 
D'autre part l 7 on peul £crire 

puisqae les lermes u n decroissent constamment. 
D'ou 

(a — i)(rtw a +a I M <l »4-. . .)> u a - u a ^i-\- u a +i-\- 

Done, si 2 W « diverge, ^,v n divergera. Le theoreme de Cauchy 

est etabli. 

L'on pourrait supposer que a n'est pas entier (mais reste tou- 
jours ^>i)j alors, en designant par E(.r) le plus grand entier 
inferieur a x Ton aurait 

ce que Ton peut bien e"crire encore, pour simpli/ier, 

v n = a n u a ». 

Nous allons prendre a = e, en designant, suivant l'usage, par e 
la base des logarithmes neperiens. 

Soient done considered la seVie \] u n 

(S t ) i + A + ^ + ...+ £*-4-. . . 

convergente pour k < i, divergente pour k^. i, etla s£rie ?Vn 

(Si) i-i-ea f +e J « e > + ...4-e' , a < » + .... 



CONVERGENCE DES SERIES A TERMES CONSTANTS. 5 

L'on a 

(i) \? n = e n k e " = e n e Xo * heH . 

Si la serie (S,) converge, on a 

log A- < o. 

Done la serie (St) converge bien plus vile. Pour avoir une seVie a 
convergence plus lente que (S< ), faisons Pinverse de ce qui pre- 
cede. 

Nous ecrirons done 

Vn = k n 

el 

en posant 

n = logv. 
Alors 

v« v = Ar^gv — viogA^ 

i 



U» = 



v l — logXr 



Remplagons v par n et log/c par — p, nous obtenons la s£rie de 



terme g^neVal 



i 



n ~ ni-P 



convergente pour k < i ou p > o, divergente pour k^i ou p^o. 
La convergence de la s6rie 

est d'ailleurs plus lente que la convergence de la seVic 

* 

(Si) 2** f k < u 

^application du the*oreme de Cauchy va nous donner une 
se'rie (S 3 ) qui converge encore plus lentement que (S 2 ). ficrivons, 
en effet, 

et 

i>„=e«M fB =vUv (n = logv). 
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Nous en deduirons 

_ i 

Mv_ v^logv)n-p' 

d'oii la seVie cherche'e, convergente pour p > o, divergentc 



pour p^o, 




(S 3 ) 


^dnilogny-*-?' 


Posant 






logjx* = log(Iog^_,a?). 




log!J? = loga?, 




logo* =-- x, 



nous obtenons des series telles que 



(S(i-+-a) ^ 



n log/i Iogj/i . . . log 1J ,_ 1 /i(log {Jl .rt) lH ~P 



Les series S 2 , S 3 , ... .?o/i£ /es series de Bertrand. Pour p > o 
£//es convergent el les convergences sont de plus en plus 
lentes. 

Pour p^o elles divergent el les divergences sont aussi de 
plus en plus lentes lorsque Vindice jjl augmente. 

Cela r^sulte de la formule(i). L'on constate bien, d'ailleurs, que 
dans chaque s£rie (S^) les termes vont en decroissant constam- 
ment. 

Ces cri teres de Bertrand, qu'il obtenait d'ailleurs en partant 
d 7 un autre th£oreme de Cauchy, suffisent-ils pour reconnaitre 
qu'une serie donnee, a termes positifs, converge ou diverge? 

La re'ponse k cette question faitl'objet d'un paragraphe suivant. 
Nous allons d'abord montrer, tres rapidemcnt, comment d'un 
critere de premiere espece l'on peut de'duire un cri tire de 
seconde espece (moins g£n£ral, d'apres son mode de formation). 

Formation de cri teres de seconde espece. 

Posons 

Xj 1 (a') = x loga: log 2 a? . . . log a :r. 
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Le terme general de la serie (S,^) s'6crira 

1 

""- X^/iJUog^V 

u n n — \ log(/i — 1) log,(rt — 1) [lo^i n — i)] l +9 



Etudions ce rapport 

n — 1 _ 1 

n n 

d'ou 

log(n — 1)= log(n) t-log^i — i)-, log n-, - ^- I -h ^-j 

avec |6| < 1 

Iog(//- -1)— Iog/i(i r -+- — ), 

6' etant une quantile Jinie. 

Prenons les logarithmes des deux membres 

log^n-D^log.B + log^-j^-i-l) 
^log.n + ^j^ + J;) 

= logj /I ( I . — - i -J — - 

\ n log n login n* 

6" et 9 W sont encore finis. L'on voit que Ton a, d'une maniere 
ge*ne>ale, 

lo^n-.^log^.-^+l], 
9 est loujoursy//i£. D'ou 

et l'on peut ecrire 



_ 1 1 



tt X|(/l) X 4 (/l) A 3 (^) 



8 CHAP1TRE I. 

D'ou ce the'oreme : 

Soit line serie \]*///. Si Von a 

u n -> i ^ i _ r __ i-hp 

w« " n li(n) '" X^/i)* 

p etant plus petit que o, la serie converge. 

En effet, si Ton a 

p> o 

I 'on peut trouver un nombre p' lei que 

o< p'< p 

el tel que, pour n assez grand, l'on ait 

f3> - — -£- <-- '-±£.4- -I 

fi etant -Joel fini. Celle ine'galil^ (3) revient. en eflet, a celle-ci 

p_p- 

.. — — - ^> — - , 

A |A (/i) n* 

on encore a 

or le second membre tend vers zero lorsque n croit indefiniment. 

L'on peut done trouver p'>o et veVifiant la condition (3). II 
suffit alors de regarder la formule (a) pour voir que le th(*oremc 
annonce* est prouve. 

De m&me Von demontre que si 

„> I . . . V— -) 

U n n A(ji(«) 

la serie diverge. 

II suffit, pour cela, de prendre un nombre tel que Ton ait 





lp.+i(n) n* 



*- s; <o; 



f 
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il en resultera 



u n + \ 



u 



n 



r 2__ _ _L_] ! __!__! 



et la formule (2) prouve alors la divergence. 

Tel est le critere de seconde espece que nous voulions former, 



Etude des criteres de Bertrand. 

Nous allonsmaintenante'tudier d'une maniere plus approfondie 
les criteres de Bertrand. 

II est, tout d'abord, n^cessaire d'introduire la notion de la 
plus grande des limites d'une suite infinie de nombres reels 

(a) ai, aj, aj, ..., a m , .... 

ficarlons le cas ou la suite (a) contient des termes superieurs a 
tout nombre donne* ou croissant indefiniment par valeurs n^ga- 
lives, sauf a y rcvenir bientot ('). 

Les nombres reels forment, par rapport a la suite (a), deux 
categories : 

Un nombre A s appartient a la classe superieure s'il n'existe 
qu'un nombre Jini de termes <x m qui soient superieurs a A,; 

Un nombre A/ appartient a la classe inferieure si la suite con- 
tient des termes de rang aussi dleve' que Ton vent qui soient 
superieurs a A/. 

L'on voit que tout nombre plus grand que A, est de la classe 
superieure et que tout nombre inferieur a A/ est de la classe infe- 
rieure. 

Dans ces conditions, Ton sait que les deux classes sont sepa- 
rees par un nombre L tel que (L-f-e) appartienne a la classe 
superieure et (L — e) a la classe inferieure, e etant aussi petit que 
l'on voudra. 

A ce nombre L, Cauchy, Paul du Bois-Re^mond et M. Hada- 



(') Consulier sur ce sujet la These de M. Hadamard {Journal de Mathcma- 
tiques, 1892). 
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niard onl donn£ des noms differents. Nous Fappellerons, avec 
Cauchj, la plus grande des limites de la suite (a). 
ConsideVons la suite 



(*') — «i, — «2, —« 



m> 



La plus grande des Unities de la suite (a'), changee de signe, 
sera dite la plus petite des limiies de la suite (a). 

Si (a) contient des termes croissant ind^finiment par valeurs 
positives, l'une des classes disparait : 



L = H-oc. 

Si les termes vont tous en augmentanl par valeurs negatives, 
une classe disparait encore : 

L = — oc. 

L'on peut evidemment, dans (a), detacher une suite de termes 
qui aura L pour limite absolue, pour limite au sens ordinaire de 
ce mot. 

Si, pour m assez grand, lous les a,„ s'approehent ind^finiment 
de L, ce nombre devient une limite absolue et Ton peut dire que 
les cL m tendent regit lie re meat vers L. 

Prenons un exemple. Soit 

( — i ) m { pour m — mult. 4 
m ( et m = mult. 4 ■+- '> 

( — \) m \ pour m = mult. 4 -r- a 



•m 



= I 



m \ et m = mult. 4 -+- 3. 



La plus grande des limites est 2, L = a. 

La plus petite des liinitesest 1, /= 1. 

Et e'est parce qu'une suite, comme celle-ci, contient des termes 
super ieurs a L et des termes infe'rieurs a /, que nous preferons 
Fexpression de Cauchj « plus grande des limites » a celle de 
M. Hadamard : « limite superieure pour m injini » et a celle de 
Paul du Bois-Rejmond : « limite superieure d 'indi termination ». 

Celle nolion £tant acquise, l'on cherchera a comparer une s£rie 

donn^e ^ u n a une se>ie de Berlrand en ecrivant 



Un — 



lp(x)(\o$ lL j:)?n 



» • • 



.• * 
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et en etudiant la suite des nombres 



11 



Pli Ps> psi 



p« 



» 



Soit p' la plus grande des limites el p" la plus petite des limites 
Plusieurs cas peuvent se presenter. 

Premier cas : 



»--'_' 



Nous n'avons qu'un n ombre y/m d'indices m tels que 

P/n<P*— £ (p f — £>0). 



La se*rie donne'e converge done c omme une s£rie de Bertrand 
dans laquelle p est positif. 

Deux ie me cas : 

p ^ p ^ o. 

11 n'y a qu'un nombreyJ/u d'indices m tels que 

P«i> p'-r-e (p'+- £ <<>)• 

Done la serie donnee diverge comme une serie de Bertrand 

dans laquelle on a 

P = o. 

Troisieme cas : 

p* < o < p'. 

Alors une partie de la serie est comparable a une serie conver- 
gente, une seconde partie etant comparable a une sdrie diver- 
gente. 

Si d'ailleurs Ton prend une s^rie S^. 2 dont l'indice soit plus 
eleve, p" tend vers — oo el p' vers -h oo. Done les criteres sonl 
inapplicables. 



Quatrieme cas : 



p'=p'=o. 



La methode de comparaison avec la se"rie Sj^.2 est en defaut. 

Nous omettrons la discussion, Ires aise*e d'ailleurs, des autres 
cas qui peuvent se presenter relativemenl a la situation respective 
des trois nombres 

o, p'> p'; 
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nous avons, en eflel, rencontre" les cas inteVessants, celui ou le 
critere Sj^ est inapplicable, ct le cas ou il est en defaut, cas 
bien diffdrents d'ailleurs. 

Si, en effet, le critere Sj^ est inapplicable, il en va de meme 
des cri teres d'indice plus grand. Mais si le critere S^ est en 
defaut, Ton pourra rspeVer que tous les criteres d'indice plus 
grand ne le seront pas. Bertrand ecartait, comme « infini- 
ment peu probable », le cas oil tous ses criteres seraient en 
defaut, 

Ce cas peut cependant se presenter, comme l'a montre* Paul du 
Bois-Reymond, comme nous allons le voir d'apres lui. 

Theoremes de Paul du Bois-Reymond. 

Faisons p = o dans les series de Bertrand, nous avons les series 
divergentes 






1 



(ffl) 2a7^ 



) 



Ces series divergent de plus en plus lentement. 
Nous allons /o/vner une serie 



2- 



n 



divergenle, mais plus lentement que la se>ie <r^, quelque grand 
que soit Tindice q. 

Pour cela, donnons-nous une seYie divergentc quelconque 



m _4 ~ e i ~> £3 - ; - ... -i- e 



m 



Prenons dans la serie <r ,m n ombre n 7 de termes suffisanls 
pour que l'on ait 



11 1 . 

I -i h =: -4-...H > 81, 

7. o ri\ 



puis, dans la serie c h un n ombre (n 2 — n,), de termes assez grands 
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pour verifier l'in^galit^ 



i 

~+~ "\ — 7 T -*"••• H~ 5 — 7 > E l» 



et, en general, dans la serie o> (^7+1 — /fy) termes de rnaniere 

que 

i i 

-+- • . . -T- ? ; P> £</ • 



Avec ces groupes de termes pris dans les series o*, nous formons 

line s£rie ^U w qui diverge, puisque la s6rie de e diverge, et qui 

diverge moins vite que la s£rie <r q . Soit, en diet, V n le terme 
general de tr^, Ton a 

lim("i) = o.. 

!=ao \ ▼ tl / 



w 

ri- 



ll suffit, pour le montrer, de voir que n augmentant indefini- 
ment est sup^rieur a n q+i . Par suite, 



tandis que 



Done, le rapport 



est inferieur a 



U»= % , * q'> q 



V - - ' 



A,,(/t) 
U/t X (/ (/i) 

I 



log q +i(n) 

II tend vers sero lorsque n tend vers Vinfini. 

Nous avons done une serie \* U« qui diverge plus lentement 

qu'une serie quelconque <r 7 . 

Faisons maintenant p = i dans les series de Bertrand, nous 
avons des series a convergence de plus en plus lente: 

( *° 2x,(»)log(ii) ; 

( * !) 2x l (n)log,(//) ; 
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Nous allons former une serie \ //„ qui converge plus lente- 

ment qu'une se>ie s q , qtielque grand que soit l'indice q. 

II suffit, pour cela, de se dormer une seVie convergente quel- 
conque 

et de prendre des groupes de termes dans les series .*/, de maniere 
que la somme du groupe soit inferieure a 7}/. 

Si Ton appelle v n le terme g6n£ral de la serie s qs Ton a, dans ces 
conditions, 

iim ( — ) =-= ac. 

Nous allons maintenant dtablir, relativement aux series \ U w , 
? t */ w , le theoreme suivant : 

Pour ces series les criteres logarilhmiques son l toujours en 
defaut. 



L'on a, en effet, 



K q [ri) 



Tindice q restant le m£me pour 
La comparaison se fait en ecrivant 



ou 

log- log/i — log 2 /i — ... — log^/i 

p = 

r logjin 

Ici Ton a done 

log/i -h logj/i -h. . .-*- log 7 4-! n — log n — . . . — log^/i 
_ log^i n h- log^, n -h . . . -+- log 7 +, /i. 

iogii/i 

@z/e/ que soit jx, l'on voit que p„ tend vers la limite absolue 
zero pour rt =00. 



CONVERGENCE DE8 SERIES A TER.UES CONSTANTS. I 'J 

11 n'y a, pour ainsi dire, rien a changer a ceci pour monlrer le 
m6me r£sultat relativeraent a la serie de terme general 

_ i 

Ici encore 

lim(p„;=o. 



n = x 



En resume, nous avons obtenu des series pour lesquelles les 
cr itd res de Bertrand sont toujours applicables et to uj ours en 
defaut. 

Paul du Bois-Reymond (') a, le premier, donne de tels 
exemples. 

Nous aurons a reveuir, d'ailleurs, sur les travaux de Paul du 
Bois-Reymond sur les fonctions croissantes. Terminons ce para- 
graphe par la demonstration de deux iheoremes qui sont unc 
generalisation des r£sullats de Paul du Bois-Reymond et qui sont 
dus a M. Hadamard ( 2 ). 

Theoreme. — Etant aonnee une fonction ind£flnimenl crois- 
sante quelconque <p (/i). Von peut trouver : 

i° Une serie convergente ? A u n \ 

2 Unc serie divcrgente \* U, n telles que Von ait 

Soit, en effet, une serie de nombres M„ croissant ind^finiment 
avec l'indice /*, par exemple, 

M tl =/©(/i--i). 



La se>ie 5](^"+« — ^") diverge et la serie /\^j- 



+ 



M 



/i-t-i 



(') Journal de Creile, t. 7(>. — Voir aussi Pringsheim, Mat he ma Use he 
Annalen, t. XXXV. — Dini, Ann. delV Univ. Tosc; 1867. 
( a ) Acta Mathematical t. XVIII. 
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converge, le rapport des termes de m^me rang etant 

M rt M n ^. 1 <c(/i): 

c'est ce que nous devions etablir. 

L'on pent encore e"noncer ce th6oreme : 

Theoreme. — Quelque lenle que so it la divergence d'une serie, 
l f on pent multiplier ses termes par des quantites indeTinimenl 
decroissanles, de /aeon a former une serie encore divergente. 

Quelque lente que soit la convergence, Von peut multiplier 
les termes par des quantites indefiniment croissantes sans trou- 
bler la convergence. 

Soient, en effet, \ U n la serie divergente el S„ la somme des 
n premiers termes, 

La quantite - - — est infiniment petite pour n tres grand. 

Or, la serie de terme general 

v _ "« 



•s7^,/s: r " (/s ~ , - /s - ) 



est bien encore divergente. 

De mSme, soit la serie convergente \ u„ et soit R„ le reste, 

L'on a 

u„ = R n _, — R /t . 

La quantity --_ — ;= croit ind^finiment avec n. Or la seVie 

1 /R«_ih/H rt 

de terme general 



'-•iri^-^'-^ 



est bien convergente. 
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Conclusion. — Ce qui precede se rattache etroitement a des 
considerations quel'on trouvera deVeloppe^es plus loin. Mais, des 
maintenant, nous devons r^pondre k cette question ; Que valent, 
en somme, les crit&res logarithmiques? 

« Beaucoup de g6ometres ( *), parmi lesquels on peut citer O. Bonnet, ont 
omis de considerer les cas 011 ces criteres sont inapplicables,... II n'est pas 
douteux que ces cas n'existent, et il est tres aise d'en fabriquer ; ce qui 
est moins aise, c'est d'en fournir des exemples re'els, c'est-a-dire s'etant 
presents naturellement. De plus, dans tous les cas indiques jusqu'ici a ma 
connaissance, ou ces L criteres sont inapplicables, la serie proposee se 
decompose naturellement en plusieurs series partielles, a chacune des- 
quelles ils sont applicables. » 

D'autre part, Paul du Bois-Reymond a forme* une serie pour 
laquelle les criteres logarithmiques sont tous en de f a ut, jamais 
inapplicables. 

Mais, poursuit M. Borel, « le sens de la realite ne l'abandonne pas au mi- 
lieu de ces speculations et il s'inquiete de l'approximation que peut four- 
nir la serie qu'il vient de former. Le resultat de son calcul est le suivant : 
pour atteindrela moitU de la somme totale, il faut prendre un nombre de 
terraes 6gal au volume de la terre exprime en millimetres cubes » . 

Nous pouvons conclure, d'rfpr^s cela : 

Les criteres de Bertrand suffisent, non pas a un point de vue 
absolu, mais ils suffisent au moins dans FeHat actuel de la Science. 



Conditions necessaires de convergence. 

Soit d'abord une s£rie a termes positifs ^ u H sur laquelle on 

ne fait aucune autre hypoth£se. 

Existe-t-il une condition necessaire de convergence, de la 

forme 

lim[«p(n)a„] = 0, 

fl=flO 



°( n ) ay ft nt pour plus grande limite -|-qo? 



( l ) Borel, Memoire sur les series diver gentes (Annates de l'£cole Nor male ; 
1899). 

B. 2 
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Ghoisissons des entiers n l? /i 2 , . . . par les conditions suivantes 



?(*i) a' 



T( 









?( 



Remplacons, dans laslrie donate, u„ par— 7 — rS i/_ par— 7 — r> -••• 

La convergence de la se>ie donnee n'esl pas troubled et Ton a, 
pour une infinite de valeurs de N, savoir 

IN == Jt{* Ijj • • • j **Qi • • • y 
tp(N)M*=l. 

L'on voit par la que pour une serie quelconque il ne saurait 
y avoir d' autre condition necessaire que la condition 

lim (u n ) = o. 



n= • 



La r£ponse a la question posle est negative. 
Nous allons montrer que, si Ton suppose les termes de la se'rie 
non croissants ('), il y a une condition necessaire, savoir 

(1) lim(nMrt)=o, 

mais qu'il n'existe pas de condition necessaire de la forme 

(2) lim [ny(n)u n ] = o i 



/i = «o 



<p(/i) etant une fonction dont la plus grande des limites est -j-oo. 

i° Si Ton n'a pas (1), alors il existe une infinite* de norabres n q 

tels que 

/i 7 w„ 7 >a>o. 

Nous pouvons supposer que l'on a 
(') Cette proposition est due a M. Pringsheim. 
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D'ailleurs les termes de la se>ie donn^e \] u n d^croissent, d'ou 

1 

D'ou 

2^ .. a a a 
222 

a £tant un nombre fixe, la somme serait infinie. II y a contradiction 
avec Thypothese de la convergence. Done la condition (i) doit 
Stre remplie. 

2 Pour examiner la ndcessite' d'une condition (2), choisissons 
des entiers n K , n 2 , n 3 , ... par la condition 

soient alors 

1 

U\ = U2 = . . . = u„ = . > 

<p( rt i) 

_ _ _ _ f 



cp(nj) 



La serie ainsi formed est forme'e de termes non croissants. Elle 
converge comme 



m 



et Ton a, pour une infinite* de valeurs de N, 

N<p(N)« N =i. 

La condition (1) est bien la seule condition n£cessaire pour des 
series a termes non croissants. 

Conclusion. — On voit combien les idees ont ^te muries depuis que 
Lagrange ecrivait en 1770 (*) : « Pour qu'une serie puisse etre regardee 

(') Me moires de Berlin (QEuvres, t. Ill, p. 61). 
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com me representant reellement la valeur d'unc quantite cherchee il faut 
qu'elle soit convergente a son extremite, c'est-d-dire que ses derniers 
termes soient infiniment petits, de sorte que l'erreur puisse devenir 
moindre qu'aucune quantity donnee. » 

Abel (*), d'ailleurs, avail donne le th^oreme relatif a nu n pour 
les series a termes d£croissants, th£oreme qui a 6l6 ici com- 
plete (*). 



( ' ) Abel, CEuvres completes. 

( 2 ) Pour tout cc qui concerne les series, voir l'arliclc de M. Pringshcim dans 
Kncykloptidie der mat he mat isc hen Wissenschaften, Leipzig, Teubner. 



CHAPITRE II. 

CONVERGENCE DES INTEGRALES. 



Geniralites. 

Soit une integrate dont rildment dififerentiel devient infini pour 
une valeur de x qui, par un changement de variable, pourra 6lre 
suppos£e x = -+- oo. 

L'int£grale peut, ou non, avoir un sens. 

Par exemple 





r" dx 


a un sens. 




ConsideYons la courbe 




(') 


r = h> 



l'ordonnee d^croit r^gulierement et tend vers zero. ConsideVons, 
en mgme temps, la courbe 

(2) y=e x 

dont l'ordonnee croit constamment. 
Formons main tenant une courbe 

y = F(.r) 

qui, lorsque x est coropris entre deux entiers conse'cutifs n et 
n + i, se confondra avec la courbe (1), mais, pour x = /1, rejoin- 
dra la courbe (2) par une ascension et une descente continues, 
mais tr£s rapides, et comprises entre les abscisses 



On aura 



n 9 n H 

1 2 



, + • 



r r dx 

I F(x)dx< f — +e /) e/'+6 / H. 1 eP +, + 
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Les e £tant bien choisis, l'intdgrale du premier raembre aura un 
sens. 

On voit, en examinant ce cas particulier, que si la fonction 
sous le signe est tout hfait quelconque, Von ne petit pas esperer 
de former une condition necessaire de convergence de la forme 

F(a?)<<K*). 

II n'en est plus de meme, si nous faisons une hypoth&se sur 
Failure de la fonction. 

Integrate d'une fonction decroissante. 

Supposons la fonction f(x) decroissante et que, pour une infi- 
nite de valeurs 

X\ f X\, #3, •••» &Hi •••> 

le produit x f(x) reste sup£rieur a un nombre fini A. 
Nous prendrons 

37j> 2#i, &i> 1&lt 

On aura 

Jr r " r Xn a a 

f f(x)dx> I f(x n )dx>(x n — x n -. i )—>-. 

II ne saurait y avoir convergence pour / f(x)dx, d'ou : 

Theoreme. — Pour une intigrale de fonction dScroissante, 
il existe une condition necessaire de convergence, savoir 

lim [x f(x)] = o. 



JC= 00 



II faut done, comme pour les series, rechercher des regies de 
convergence assez compr^hensives pour 6tre, ici encore, relati- 
vement sufflsantes. 

C'est ce que nous allons faire. 

Critdres de Bertrand, de M. Ermakoff. 
Nous ferons d'abord une remarque relative & Tensemble des 
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integrates convergentes. Soient deux telles integrates, absolument 
quelconques par ailleurs, 

f(x)dx, I g(x)dx. 

On peut £crire 

f f(x)dx = I g(x)dx, 

ce qui d£finit une fonction croissante 

(2) y = G(x). 

Ainsi, toutes les integrates convergentes se ramdnent a Vune 
d'elles par un changemeni de variable qui met en Jeu une 
fonction croissante. 

Ceci ne donne point de entires; mais un changement de va- 
riable, tel que (2), nous fixe surlarapidite de la convergence d'une 
integrate. Soit, en effet, 



I f(x)dx = 9(x). 



Lorsque x est tr6s grand, <p peut s'appeler le reste, car 

lim [«p(a?)] = o. 



x = 



La relation (2) peut d'ailleurs s'ecrire 
(a') * = FCr), 

F 6tant encore une fonction croissante. 
D'ou 

f m f(x)dx= f~f[F(y)]F'(y)dy= [* g(y)dy. 

Jx ^ G (.r) Jy 

fecrivons 

/ #(7) <*r = *Cr) = ?(*)• 

On a 

*(.r) = ?[FO0]- 

Dou 

L'integrale converge rapidement, si le reste ®(y) tend rapi- 
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dement vers zero, c'est-a-dire si la fonction F(y) est rapide- 
ment croissante; 1'integrale converge lentement, siF(^) crott 
lentement. 

De m£me toutes les integrates divergentes se ram en en t th^ori- 
quement a Tune d'elles. 
Prenons done l'int^grale 

/"*"" dx [ convergente pour p > o 

x*+? j divergente pour p^o 



et faisons 



* = logger), dx = j-&_, 



nous obtenons ainsi toules les integrates de comparaison de 
Bertrand 



r dr 



convergences pour p > o, divergentes pour p ^ o et dont on peut 
dire encore qu'elles sont relativement suffisantes. 

On doit encore a M. Ermakoflf une regie d'un emploi com- 
mode. Ecrivons 

J f(x)dx=zQ(x) — O(37 ) 

et faisons 

x = er, 

d'ou 1' integrate 

I f(er)eydy. 

Supposons que, pour x tres grand, pour x > log^ » l' on a it 

e*f(e*)<kf(x) (A-<i). 
Nous en tirons 

f f(ey)erdy<k I f(x)dx< Ar[8(logar)- 6(log^ )J. 

iogx, •Aogx, 

Rapprochant les membres extremes 

6(#) — 6(ar ) < kb(\ogx) — *6(loga? ), 
0(o?)</:0(logar)-i-a (aiini). 
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Changeons x en e 30 

6(e*)< kb(x) + a < *[*8(Iog;r) + a] +- a < *«0(log:r) -t- a(Ar -+- 1). 

De m£me 

0(O< Ar36(Ioga?) -h a(**-4- k -+- 1) 

et en fin 



6 \e e -' \ </r»6(Ioga:)-ha(A:»-*H-X:'»- 8 -4-...-HA:-i-i). 

Lorsque le nombre n des exposants superposes devient infini 
le deuxieme membre a pour limite 

a 

d'ou la regie ( * ) : 

*Sj, pour x ires grand, on a constamment 

e*f(e*)<kf(x) (*<i), 

V integrate converge. 

On verrait de mgme que si, pour x tris grand, on a con- 
stamment 



l' integrate J f{x)dx diverge. 



Theor&me de Paul du Bois-Reymond. 

Nous avons vu que Ton peut toujours former une se>ie qui 
converge plus lentement qu'une s£rie convergente donn£e ou qui 
diverge plus lentement qu'une serie divergente donn^e. 

II en est absolument de m£me pour les integrates. Toutes les 
integrates convergentes, nous l'avons vu, se ramenent a l'une 
d'elles par un changement de variable 

F £tant une fonction croissante. II en est de mgme pour les inte- 
grates divergentes. 



(*) Ermakoff, Bulletin des Sciences mathematiques, annecs 1871 et i883. 
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II nous suffit done, pour d^monlrer l'idcntit£ des deux pro- 
blemes (series et integrates), de donner le th£or£me suivant, du a 
Paul du Bois-Reymond : 

Theoreme. — Soit un ensemble dinombrable de /one t ions 
positives croissant de plus en plus rapidement 

ilexiste une fonction $(x) qui croit encore plus vite. 

Nous supposons que y n+l croit plus vite que <p,j, e'est-a-dire 
que (p /1+ i : o augmenle indefiniment avec x. Mais (f n+i n'est pas 
sup6rieur a <p rt pour toute valeur de x; nous allons done tout 
d'abord chercher un ensemble de'nombruble de fonctions 

jouissantde cette derni£re propriety. 
II suffira de prendre 

> quel que soit x. 

Montrons que e'est bien, en effet, possible. 

Supposons que nous ayons obtenu ^, ^ 2 , . . ., ty n etcherchons 
a obtenir ty n+i . 

Pour x assez grand, ii n et cp« coincident; done, pour x assez 
grand, Ton a 

Nous prendrons done, pour chaque valeur de x, la valeur 
de ^« +1 dgale a la plus grande des valeurs de «p w+< (x) et de ty n (&)- 
Cela fait, nous de*finirons $(x) ainsi : pour x = n (entier) 

entre deux entiers cons^cutifs nous ferons une interpolation 
lin£aire on tres voisine de celle-la si Ton veut une fonction $ con- 
tinue. 

La fonction <& rlpond a la question proposed, car elle est crois- 
sante et Ton a, pour x > m -+- i , 
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ce dernier rapport croissant inddfiniment, puisque, pour x assez 
grand, il coincide avec 

?«-n(g) 
<pm(^) 

Le th^oreme de Paul du Bois-Reymond est 6tabli. 

Remarque. — Ge th^oreme peut £tre comply, a un certain 
point de vue, par une remarque de M. H. Poincare' (*) : 

£tant donnee une Jonction croissante $(#), on peut tou- 
jours trouver une fo net ion entiere E(#) telle que Von ait 

E (a?) >*(*)• 

Soit, eneffet, unefonclion croissante Q etprenons un ensemble 
dlnombrable de nombres croissants a K , a 2 , ..., #/?, ... (par 
exemple a n = n). On aura 

Consid^rons un deuxieme ensemble d^nombrable de nombres b n 
ddfini par 

« 1 < &i < «2 < 63 < a* . . . < b n < a n < . . . 

et posons 

E <*»=i(£)"- 



« = 1 



On 



1 n + 1 

II suffit de choisir M„ tel que 
(') Voir American Journal, t. XIII. 
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Cela est possible, puisque 

7T > l > a — "» 

On ^u-hl 

et la fo action enti&re est obtenue. 

Le thdor£me de Paul du Bois-Reymond nous montre claire- 
ment que les croissances ne se mesurent pas comme les grandeurs 
auxquelles s'applique l'axiome d'Archimede. 

11 n'exisle pas d'echelle des croissances telle que 

• 

11 n'existe pas davantage d'^chelle telle que 

<?1,1, «?1,I» •••» <pl,«) ••-, 

?«,1, ^Pl,l» •'•» ?*,«* ■••• 



?/M* ^P'* 1 •'■' ^Pi 1 " ■••» 



puisqu'un ensemble d^nombrable d'ensembles d^nombrablcs est 
lui-m6me un ensemble d£nombrable (*). 

On ne congoit une echelle absolue qu'autant que Ton congoit 

le TRANSFIWI. 

En un mot, gr&ce au th^oreme precedent, on voit bien claire- 
ment ce que sont les entires de convergence des series et des 
integrates, crit&res de comparaisoninfiniment pr^cieux, puisqu'ils 
atteignent les modes de croissance que les g^ometres rencontrent 
naturellement, mais criteres forcement insuffisants au point de vue 
de Tabsolu. 

Poursuivons notre comparaison des series et des integrates. Les 
termes successifs d'une s£rie peuvent £tre regards comme dtant 
les ordonnees relatives a une fonction d£flnie seulement pour les 
valeurs entires de la variable. Au contraire, une integrate met en 
jeu une courbe qui a une ordonn£e (ou deux au plus en certains 



( * ) Voir E. Borel, Leg ons sup la Theorie des Fonctions ; Gauthier-Villars, 1898 ; 
en particulier la Note II a la fin de l'Ouvrage. 
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points) pour chaque valeur de la variable. Cette image g£om£- 
trique donne pr£cis£ment un thdoreme de Cauchy : 

Suivant que V integrate 

/ f(x)dx 

a, ou non, un sens, la serie 

converge ou diverge ('). 

Les relations entre series et integrates, regard^es de ce point de 
vue, nous amenent a eHudier les relations entre les types de crois- 
sance continus et disconlinus. 



Types continus et types discontinus de croissance. 

Est-on suffisamment rcnseigne* sur Failure d'une fonction^^c) 
lorsque Ton connait 

i° Supposons 

/(n) = c»; 
alors 

Si nous savons, en plus, que la derived est croissante, nous 
pduvons ecrire 

posant 

=1 — a, e — i=i-+-3, 

e 

il vient 

«*(!— «)</'(*) <<?"(l-t-p), 

c'est-a-dire que la derivee, pour x = /*, est voisine de e n . 



(*) Voir, par exemple, Picard, Traite d' Analyse, 1. 1, 2* Edition, p. 39. 
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Les differences successives donnent de meme des Hmites assez 
resserr^es pour les d£riv£es successives 

A*). f(n) 

On voit que, dans ce cas, les ordonnees correspondant aux 
abscisses entieres suffisent a suivre lafonction pour des abscisses 
quelconques, avec une certaine approximation. 

2° Nous allons monlrer que, pour des fonctions beaucoup plus 
croissantes, les ordonnees entieres ne renseignent plus suffisam- 
ment sur la marche de la fonction. 



Posons 



, im(jr) = e e l *' 



• c £ 



(nous meltons ces indices pour faciliter la lecture, mais nous 
supposons toujours 

«i = «i= «a = .. '=e m = e) 
et formons la fonction entiere, tres rapidement croissante 

Proposons-nous de trouver des in£galites relatives a ty(m). 

y{rn) = — - — - -+• J — - — -+-... h ; -+- i 

?i(0 ?i(») ©,„_, (m — i ) 

<p m -n(/n) ?/«-«-»( m) 



cp m+1 (/7i-+- I) <p„n-,(/7H-2) "' 

m ayant une valeur assez grande, les termes de la deuxieme ligne 
sont decroissants et tous extr&mement petits. 

L'avant-dernier terrne de la premiere ligne est, au contraire, 
extrfonement grand 

9«-i(m)=<p m -i(i»— iJ+^-jim- i)-f- 

Or 
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d'ou 

On a, d'ailleurs, 

^(m) = «p m - 1 (m) 7— - H t : H f — 7-^r -*-... 

?j(2)«p,«-i(/») ?i(l)Om-l(m)J 



t7*-m(™-*-i) 9 m+ i(iw-+-2) 
II y a, entre crochets, /n termes et chacun est inf£rieur a — 



m 



d'ou 

Ainsi, la fonction ty(x) donne lieu a cette double in£galite* 

«p m _,(m — i )< ty(m) < «p m -i(m). 

On se rend compte de la Ires faible approximation que donne 
cette double ine'galite, car la fonction <p/n-i(#) a une croissance 
bien plus rapide que la fonction o m _ 2 (^c)> 

Pour les fonctions telles que A(x) a croissance rapide, les 
ordonnees correspondant aux abscisses enlieres ne renseignent 
plus sur Failure de la courbe. 



CHAPITRE III. 

ESQUISSE DUNE THE0R1E DE LA CROISSANCE. 



On a pu se rendre compte, par les Chapitres precedents, de 
I' importance capitale de la croissance des fonctions dans les 
questions que nous £tudions. Cette importance est assez grande 
pour que la tmioric de la croissance merite d'etre 6tudide en elle- 
m£me; c'est ce que nous allons faire rapidement. 

Nous indiquerons d'abord certains modes de croissance que Ton 
peut appeler croissance irreguliere, puis nous d^velopperons 
quelques considerations sur les ordres d' infinitude de certaines 
fonctions simples. Nous pourrous alors definir les croissances 
rigulieres. 

Les croissances irregulieres. 

Nous allons former une fonction, croissante ainsi que toutes 
ses derivees, et qui, pour une infinite de valeurs de la variable, 
sera voisine de e*, pour une infinite d'autres valeurs de la 
variable, sera voisine de e**. 

ficrivons d'abord 

(i) e x = aa-\-a x x -\- a t x* +-...-+- a„ x n -H..., 

(2) e e * = b -h b t x -h btx*-*-. . .-+- b m x m -+-. . ., 

et formons une fonction g(x) compos£e de groupes de termes pris 
alternativement dans (1) etdans (2) : 

( g(x) = a -h ciiX -h. . .-+a nt x n t-+- b n +i x n i+ l -h. . . 

( 3 ) ' 

I -*-b n% x n *-*-a n% + x x n *+*-> t - 

11 nous faut maintenant un choix convenable des nombres /?,, 
/i 2 , . . . , n/[ } . . . et alors, pour des valeurs bien choisies de x, l'on 
verra que g{x) est voisin de e x et inferieur a ke x , ou bien, au con- 
traire, voisin de e**, en ^tant sup£rieur a Ae^, k dtant plus grand 
que un et h plus petit que un. 
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1 

Et, en effet, pour une certaine valeur de #, il existe un cer- 
tain groupe de termes a coefficients b ou a coefficients a qui, a 
lui seul, repr^sente tres approximativement la f one lion. Nous 
Tallons montrer. 

Les coefficients sont tous positifs et la variable est positive, 

d'ou 

b n x n <e e *. 

Soit une autre valeur x f ^ x, 
Meltons a part le groupe de termes 

G = a„ tk +t #'"«*+! -+- . . ,-h a ntk+i x' n *+i, 

et conside'rons tous les autres termes de g{x') dont la sorame est 
inferieure a 

i = n tk oo 

(car Ton augmente evidemment cette somme en prenant le coef- 
ficient bh l& ou Ton a le coefficient a^). Soit x une valeur Jixe, 
assez grande. Prenons x'>Xq, la premiere somme est infdrieure a 
celle obtenue en remplagant chaque terme par le plus grand de 
tous 

(4) 2*^<-u^)-. 



Prenons ensuite x { > od\ on peut £crire 



2 ^<^(i)-[.*i*(i)V.. + (i)' + ...] 



(5) l <Wi^ ' 



/ __ x^_ 

x x 



Soient maintenant x'= 2e ar « et n 2 k= e^, le deuxieme membre 
de Tine'galite' (4) sera inferieur a e*'. Ve>ifions-le : 



; ^^.(^!y vr ' <e ^. 



B. 
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revienl a 








e*Z( 


^V^..^. 



et cette in£galit£, pour x assez grand, esl evidente. 
On a done 

<4') 2* / * ,|< * B '- 

i = 

Prenons maintenant 

X\ = x'* 

et 

le deuxieme membre de (5) sera encore in&rieur k e**. Ceci 
revienl, en effet, k celle indgalite 

ou bien 

e' ie '" <e^ r °(2^o)« eM ' | 

in^galite' Evidente, pour x Q assez grand. 
Nous avons aussi 

et com me, ^videmment, Ton a 

il requite de ceci, de (4') et de (5 7 ) ,que l'on a 

(6) ^)<3^. 

Nous avons obtenu l'megalit^ annoncee pour la valeur x' de la 
variable. 

Nous avons pris x'= ie x *\ e'est-a-dire 



x 
et 



ro=log(^) 



n t k = e v *; 
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OU 



n t k 



Nous d£finirons main tenant une seconde valeur xf l >x' et 
n 2 A + 2 par la relation analogue 



HjAh-I 



= ><(?) 



avec la condition que n 2 h+2 soil entier et supirieur a /i2*+n et 
ainsi de suite. 

Nous aurons par la une infinite* de valeurs 5 de x f telles que 

En ces points la fonction g{x) est, a Ires peu pres, comparable 
a e*. 

Le mteie procede* donne une infinite* de valeurs t\ de x, telles 
que 

En ces points la fonction ~g(x) est comparable a e e *. 

Nous avons ainsi constate* l'existence de fonctions croissantes a 
allure tres irr£guliere. Fort heureusement, les fonctions qui se 
pre'sentent naturellement aux geometres sont, en general, de 
nature plus simple, elles sont r^gulieres et la suite montrera le 
sens que nous attachons a ce mot ( f ). 



Sur les ordres d } infinitude. 

Dans toute question relative aux infiniment petits, l'on choisit 
un infiniment petit principal x eton lui compare les autres infi- 
niment petits. 



(*) Dans tout ceci, certains coefficients constants sont sans importance. Ainsi e* 
ou 3c* c'est pour nous la m6me chose, car c'cst le meme mode de croissancc. 
Ceci est dit une fois pour toutes. 



* * 
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La definition classique de Yordre infinitesimal est alors 
celle-gi : 

« Soit [jl un nombre positif tel que ^-r ait une limite lorsque x 
tend vers zero, Vordre de y est jx. » 

Mais il pent arriver que jjl n^existe pas, c'est-a-dire que, ajant 

pose* 

y = x* 

et regardant a comme variable, nous trouvions pour a une plus 
grande limite et une plus petite limite. 

Dans ce cas, il n'est plus de theorie possible des infiniment 
petits. II peut arriver encore que Ton ait, quel que soit le nombre 
positif e ('), 

\\m(-^\ =o, 






Nous dirons alors que l'ordre de^ est (|jl). (Prononcez : u pa- 
renthese.) 

Tout cela peut 6tre r£p£te pour le cas o\x x cty sont positifs et 
infiniment grands, en rem platan t le mot ordre infinitesimal par 
ordre d' infinitude ou par degre de grandeur, 

Soit done x V infiniment grand principal, 

y = xp sera de degre p y 

y = xp X x*i sera de degre p ■+■ q . 

Soient maintenant y de degr<5 p en #, 

y = xPy 

puis z de degre* q en y, 

z =y9= XP9] 

on voit que z est de degv6 pq. 



(') Voir QEuvres de Cauchy, 2 m se>ie, L. IV, p. 281, et le Bulletin de la Soc. 
math.: Communication de M. E. Borel, le 7 mars 1901. 
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Done, /aire le produit de deux degr£s revient a faire lepro- 

duit de deux operations fonctionnelles. 

i 

En fin y = xP ^quivant' a x = y p , done le degre de la fonction 
inverse d^une fonction est I' inverse du degr£ de cette fonction. 

Voici les premieres definitions qui nous sont imposes par la 
consideration du mode de croissance le plus simple 

y — xp. 

Apres celui-ci, le mode de croissance qui se pr^sente le plus 
naturellement est 

y = **• 
D£s que x est assez grand, Ton a 

e x > xp quelque grand que soit p. 

Nous dirons que le degr£ de e x est to. Nous choisissons cette 
notation, deja adoptee par M. G. Cantor pour ses nombres trans- 
finis, pour metlre en evidence line analogie int^ressante enlre les 
deux theories. Mais nous n'insistons pas sur ce point, d'autant 
plus que notre theorie est complelement ind^pendante decelle des 
nombres transfinis. 

Avec ce degr£ <o se presentent des complications que nous allons 
etudier : 

e x x n est de degre a> -+- /i, 
x n e x est de degr£ n ■+■ a>. 

Done, n 6tant fini >o, Ton a 

a) -+- n = n •+■ cw, 

e'est-a-dire que V addition est commutative. 

Soient maintenant y = e x 7 puis z = e?\ il en r&ulte 

z = e ex . 

Nous dirons encore que le produit de deux operations fonction- 
nelles donne pour degrd le produit des degr£s, e'est-a-dire que le 
degre de e e ' ou <p 2 (#) est to 2 . En general, le dcgr£ de <f m (x) 
sera <o m . 

Nous dirons maintenant que le degr£ de logo; est l'inverse du 
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degr£ de e x , c'est-&-dire — ou <o~*, et, en general, que le degre de 

log m x est 0)~ m . 

Avec ces definitions Ton v^rifie que l'on a 

Par exemple, 

log(e^) 

est de degr£ w" 1 co 2 ; d' autre part, 

log(e«*) = e* 

qui est de degr6 to. Done 

11 n'y a, jusqu'ici, aucune difGcult^. 
S6ient maintenant 

y = x n de degre" n, 
z — e* de degre a>. 

Ceci donne 

z = e x * 
qui est de degr6 

Prenons maintenant 

y=ze x et z =^'»= e"*, 

3 est de degr£ aico. 



( ! ) Ces produits de degre's correspondant a des prod aits d'operations fonction- 
aelles seroat toujours Merits par nous au point de vue suivant : 

F<«> =/[?(*>] 
s'ecrira 

F = /?. 

On applique a z ['operation <p d'abord, puis au r£sultat on applique 1'op Ora- 
tion /. 
Gcci devait etre dit, car l'operation 

s'ecrit quelquefois 

F = 9 /. 

Quand on adopte cette notation, on veut indiquer que Ton effectue d'abord 
(sur z) l'operation <p, et ensuite l'operation /. 
Pour nous, e'est le contraire. 
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On voit bien que 

Wrt p^ /lb). 

Za multiplication des degres rCest pas, en g&n&ral, com- 

ttative 

Soient 



mutative. Est-elle associative? 



y = e * H et z = et 10 */)', 
Pordre de y est 



l'ordre de \o%y est 



l'ordre de (logjp) 2 est 



l'ordre de e {l ** )y% est 



Mais 



(wn); 



i 

— w/i: 

0t> 



( a i) (M,i 



o> 



(2 I) (0)71). 



Done 
Done 

Done 



l0g^: 


= x n , 


(l°g7) v 


= #*«. 


£ = c 


• 



isi 



U^j(mn) = o)(2n). 



a(bc) = a&c. 
La multiplication des degres est associative. 

La multiplication est-elle distributive par rapport k l'addition? 
Soient f{x) de degrd a et g(x) de degrd b. 
Soit F(x) = /(x)g(x). Le degrd de F sera 

Posons 

<p dtant de degrd a. On a 

F[?(7)] = /[?(r)M?00L 

e'est-a-dire 

Aa = aa + fca, 
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OU 

(a -+- b)0L = aa+ bz. 

C'est dire que la multiplication a droite est distributive par 
rapport a V addition. 11 nen est pas de me* me pour la multi- 
plication A GAUCHE. 

En effet, 6crire 

m (P "+■ 9 ) = m P ■+■ m 9 
revient a ceci : poser 

* = TCr)*(^). 

9 6tant de degr£/> et ^ de degre* y; puis former F(x), F etant de 
degre* m. 

Or 

F[?*]^F(?)xF(H 

en g£n6ral. Done, en g£n£ral, 

m(p -\- q) ^ m/> -+- /ny ; 

ce que nous voulions <5tablir. 

Comment obtiendra-t-on maintenant le degre' de la fonction 
inverse 

y = G(jt) 

en fonction du degr£ de la jonction donnee 

a? = F(/)? 
Prenons 

y = g(lof *)». 

Son degre* est 

i 

to 

La fonction inverse est 



dont le degre* est 



i i 

to — • 
2 u> 



En g£n£ral, si le degre* 3 est w 2 /iw' 4 , Ton reconnaitra que le 
degre" de la fonction inverse est 



id* — to-*. 
n 



ESQUISSE D'UNE THE0R1E DE LA CROISSANCE. 4 1 

On prend I 9 inverse de chaque degre composant et Con ren- 
verse Vordre de ces degr&s. 
On ecrira done 



— - #•*! n hi—* 



= 0) z /l(0 

et 

Si Ton se borne aux fonctions dont le degre* n'est pas supeVieur 
a a/', n eHant un entier positif de'termine*, mais aussi grand qu'on 
voudra, fonctions dont nous dirons que leur degre* est moindre 
que a)* , on voitqu'avecles definitions adopties dans ce qui preV 
cede (definitions logiquement constitutes), tout polynome tel que 

i = ab -+- cde -\-fg 

d£finit une fonclion croissanle de degre de grandeur i. (a, 6, 
c, . . . , g sont des nombres positifs ou l'un des sjmboles a>, w -1 . ) 

Jusqu'ici nous avons consideVe des degres de grandeur ou 
ordres d 9 infinitude analogues aux ordres infinitesimaux d^finis 
a la maniere classique que nous rappelions au d^but du para- 
graphs 

Mais, de m£me que, d'apres Cauchy, nous avons donne" une 
definition plus large des ordres infinitesimaux avec la notation (jx), 
de m£me nous allons, pour les degr£s de grandeur, donner une 
definition plus comprehensive. 

Un infiniment grand peut, comme un infiniment petit, n'avoir 
pas un ordre ditermini. 

II peut encore arriver ceci : 

D^signons par F(x \ b) la fonction croissante de degre 

i = ab -+- cde -\-fg. 

» 

Une fonction <p(.r) peut fitre telle que, e extant un nombre 
positif aussi petit que l'on veut, Ton ait 



Inn _. J \ r =00, 

x=~lF(x\b — s)J 

un T — - = o. 

= »lF(x\b-ht)_\ 



1 
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Nous dirons alors que le degre de grandeur de <?(#) est 

j = a(b) -+- cde -k-fg. 

[(b) s'6nonc,ant b parent hese).] 

Par exemple y=x m logx est de degre* m-\ > ou encore de 

degre' (m). 

Un infiniment grand de degre 1 (3) to* est, par definition, com- 

pris entre 

tf (8-e)ar» et eU+ l)x *. 

Un infiniment grand de degre" 4 w ( a ) est, par definition, com- 

pris entre 

«**"-• et «** ,+ \ 

On voit que /e symbole (m) peut &tre consider e comme 
repr£sentant une certaine valeur approchee de m. 

Les croissances riguli&res. 

Les fonctions simples, que Ton rencontre naturellement, ont 
un degri de grandeur tel que i ou j. (Voir paragraphe pre- 
cedent.) 

Nous appelons/bncf t'o/ij a croissance r^gulidre celles que Von 
peut comparer & ces fonctions simples. 

I. Soit, par exemple, une fonction o (x) telle que, pour x tres 
grand, Ton ait 

p et p' variant avec x. 

Si,lorsque x croit indefiniment, on a deux suites de nombres, 
la suite des p et la suite des p' s^par^es par un nombre p", on 
voit que le degre* de o sera 

u>(p"). 

II. Si l'on a, pour x tres grand, 

x n e x? '>y(x)> x n 'e**' (n<n'); 
Si, pour x croissant indefiniment, la suite des n et la suite 
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des n' sont s^par£es par un n ombre n , nous pourrons dire alors 
que le degr£ de cp est 



Remarques di verses. 

Remarque /. — Nous n'avons pas parle* du quotient de deux 
degr&s. A cause de la non-distributiviti de la multiplication a 
gauche, cette notion n'est pas tres nette. Nous l'introduirons de 
la maniere suivante : 

Soil 

y = a?* et z = x$. 

Exprimons j' en fonction de z 

Le degre* de y est a « • 

Nous l'appellerons quotient de a par (3 et nous dirons que le 
quotient de deux degris a, 6, en g^n^ral, c'est le degrede f(x) 
en fonction de <p(#), 

/(a?) 6tant en x de degr6 a, 
<p(#) » » b. 

Remarque II. — Nous ferons encore quelques remarques sur 
les degr6s de grandeur. 

Comment, par exemple, mettre en relief la difference qui 
existe entre ces deux infiniment grands : x 2 , ex 2 ? 

II suffira de remplacer x 2 par log (e*'), 

d'ou 

ca?* = log(e x, ) <r , 

son degr6 est 

i 

— CU>2, 

qui est ainsi diflferencie' du degr6 2 de a: 2 . 

Cette m£thode est trSs g£n£rale et utile pour ce genre de ques- 
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tions. Elle va nous servir a etudier un fait qui peut paraitre para- 
doxal lorsque Ton se fait, sur les degr^s de grandeur, des id£es 
a priori. 
Soient 

.T = log[log(log *)]-+-!, 

* = log[log(loga:)] 

deux fonctions qui sont tres voisines Tune de l'autre pour x tres 
grand. 

Les fonclions inverses sont respectivement 

x = e e et x = e t 

on bien 

1 

(««*)• et e* 1 . 

Done une me'me valeur, tr£s grande, de x, donne des valeurs 
tres grandes pour^ et s, tr£s voisines, de mime degrd de gran- 
deur, tandis que pour une me'me valeur, tres grande, donn^e a 
y el a 3, Ton oblient deux fonctions x de degres diff brents ; cela 
peut sembler paradoxal. 

Pour nous rendre comptc de ce qui arrive, £valuons avec plus 

de precision le degre de y. 

Posons 

a = ey= e l °to x + l = eio^x. 

Posons 

Mj = e u <> = e el0 ** x . 

Le degre de u { est 



Or 



son degre* est done 



ewu)-' = ecu— 1 . 



y = log,a!, 



10-^w" 1 . 



Voila mise $n Evidence la difference du degre de y avec celui 
de z qui est 



a) -3 , 



Nous voyons ainsi comment l'on fera la distinction entre les 
degres de deux infiniment grands tres voisins. 
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Remarque 111. — Prenons rinfiniment grand le plus simple x R . 

Son degre est n, celui de sa d^riv^e est n — i, celui de son 
integrate est n+i. 

Est-ce g£n6ral? II est clair que non; par exemple pour e*, la 
deriv^e et Pint^grale ont mSme degre que e*. Mais voici ce que 
l'on peut dire : 

On peut int£grer une egalit£ asymptotique. 

Soient deux fonctions/(a;) et g(x), dont le rapport croft inde- 
finiment avec x, 

fix) 

*— — : =a(x) (pour x assez grand), 

g(x) tv / \r o /> 

<p(#) 6tantune fonction croissante. 

Puisque Von peut integrer une egalite asymptotique (*), le 
rapport 

/'/(*) dx 



j g(x)dx 



F(x) 
G(x) 



est egal a f ($), £ croissant ind£finiment avec x. 

Mais, parce que Von ne peut pas, en general, diffe render une 
6galite asymptotique, nous vo^ons que, ^tant donnees deux 
fonctions croissantes F et G dont le rapport est une fonction 
croissante, il peut arriver que le rapport de leurs d6riw6es / 1 g 
ne tende vers aucune limite, lorsque x croit ind^finiment. 

Si done, y etant injiniment grand, ~ est infiniment grand, 
de degre un, par exemple, 



/ 



ydx 



y 

sera de m4me degre. 

Prenons un exemple, soit 



(*) Voir H. Poincare, Sur les integrates irregulieres... (Acta mathematical 
t. VIII). — Voir aussi E. Borel, Lecons sur les series diver gent es; 1901. 



46 CHAPITRE III. 

on a 

y 

2.X 



y 



de degr£ un; done 1'infiniment grand 

y 



/V*. 



de degr£ un, ce qui nous renseigne sur le degr6 de Pint^grale 
d£nominateur. 

Celte remarque est done tr£s utile. Nous la compl^terons par 
ceci : 

Soit une fonction <p(#) a croissance reguliere, e'est-a-dire 
ayant un degr£ de grandeur determine, si sa d&rivee est encore 
a croissance reguliere, Von obtient imm&diatement le degri de 
cette derivee, d'aprds la r£gle de l'Hospital. 

Si 

a, pour x = 00, une limite, cette limite ne saurait 6tre autre que 
la limite, pour x = oo, de 

limite dont l'existence est ainsi d^monlree. 
Par exemple, si 'f (#) est de degre 

wp -+■ /i, 

e'est-a-dire comparable a 

f(x) = x n e x9 \ 

si ®'(x) est a croissance reguli&re, son degr6 sera celui de 

f'(x) = x n px?- 1 e xi -i- nx n ~ i e xi f 

c'esl-a-dire que le degr£ de o(x) sera 

u>p ■+- n -+- p — i . 
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Conclusion. — Nous pouvons re*sumer ainsi ce que nous venons de 
dire sur la theorie de la croissance : 

Le degre* de 1'infiniment grand x n est n, 

» » » e\*' est u> m , 

» » » log m (a?) est to-" 1 . 

Le symbole to est d£Gni, en outre, par ces regies : 

o> -+- n = n -+- w, 
a> a toP = a)"-*-?; 

en g£n£ral, la multiplication des degres n'est pas commutative, elle est 
associative; la multiplication a droits est seule distributive, par rapport 
a l'addition. 

Le degre* de la fonctioninverse s'obtient en prenant l'inverse de chaque 
degr£ composant et en renversant l'ordre des termes. 

Par la les fonctions a croissance reguliere sont facilement definies et il 
est des regies concernant leurs integrates et leurs d£rivees au point de vue 
de la croissance. 



Les criteres de convergence et la theorie de la croissance. 

Reprenons les crit&res de Bertrand. 
Les series 

I 



•|l(*)*Ogtt(») 
a*— 1 



sont toutes convergentes, 
Les series 



2d\ }ft Kx) 



sont toutes divergentes, quel que soit jjl. Ecrivons done 

(1) A 1 (^)<X 2 (ar)<...< X fi (a7)<..., 

(2; . . .\y.(x) logj|,(a7)< l^-tix) logpt-i(a?)<. . .< Xj(.r ) Ioga\ 

Nous pouvons, avec P. du Bois-Reymond, considerer les suites 
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d'in^galites (i) et (2) comme definissant une « Jonction 
ideale » t(#) 



. . . < X|i(a?) < . . . < z (x)< . . . < X(j.(a7) log(j.(a?) < 

A certains egards la definition de t{x) rcssemble a la definition 

des incommensurables avec cette difference que, y/a, par exemple, 
etant defini par deux suites, on peut d^finir tres neltement 

yfi -+■ A, 

A etant commensurable 011 non, de mime 

V'2A, — , •••• 

A 

11 y a la cependant un symbolisme qui pourra itre commode, en 
tous cas unc maniere rapide de parler. Par exemple, la se>ie 



2 



X = l 

converge, si, lorsque x est assez grand, on a 

F(ar)> ?(*•), 

et diverge dans le cas 011 Ton a 

Le concept de fonction ideale de P. du Bois-Reymond se relic 
au concept de nombre transfini de M. Cantor. 

Partant d'une fonction croissante quelconque nous pouvons 
former une infinite denombrable de fonctipns de plus en plus 
croissantes. 

Le theoreme de P. du Bois-Reymond ddmonlre' prece*demment 
nous donne une fonction plus croissante encore que toules les 
pr^ce'dentes. 

Partons de celle-la, nous formons une infinite denombrable 
de fonctions de plus en plus croissantes, etc. 

On voit que ce proce'de na pas de limite, que la numeration 
des fonctions croissantes nest pas denombrable, ne peut etre 
realised au moyen de suites ind£finies analogues a la suite natu- 
relle des nombres. 
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Poser Texistence d'une fonction id^ale telle qae t(#) c'est 
admettre un nouveau mode d'induction enchainant non plus tine 
infinite denombrable de propositions mais un ensemble trans- 

Rattachons aussi la fonction ideale ~(x) a la th£orie des inte- 
grates convergentes. 

Toutes les integrates divergentes se ram£nent a Tune, par 
exemple a 









f dx - 


Posons 








et 






Jr d - f{T) 


D'ou 






/(x)=j. 


et Tint^grale 


di 


ivergente 


devient 

r dr _ 



J °(y) 

Regardons <f(y), c'est-a-dire /'(#), comme fonction de y, 
c'est-a-dire def(x). 
Prenons, par exemple, 

?(r)=r , °g(r) lo g2(r)---[ 1 °g|x(7)] , " Ha » 

le degr6 en y est 



i i i -j- a 

(u a> 2 w! A 



pour que I'intlgrale diverge il faut a£o. Done le degre def(x) 
en fonction def(x), en supposant les croissances r^guli&res, est 



( • ) Voir P. du Bois-Reymond, Theorie generate des fonctions, Paris, Hermann, 
1887, et G. Cantor, Sur les fondements de la theorie des ensembles transfinis 
( Math. Annalen, t. XLVI, ou dans les Memoires de la Societe des Sciences de 
Bordeaux, t. Ill, 5* se>ie). 

Voir enGn les articles de MM. Evellin et Z. et de M. Borel dans la Revue 
philosophique en 1899, 1900, 1901 et les Lecons sur la Theorie des fonctions, 
par M. E. Borel, 1899. 

B. 4 
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moindre que \ 

i i i+a ^ 

14- 4- -- -T-...4- -- ■■- («!o). 

CD O) 2 top 

jF/i tant que fonction de f(x) % la derivee /'(#) a une 
croissance limilee. 

La limite est la croissance de la fonction ideale t(.t). 

Nous relrouvons sous un nouvel aspect cetle fonction ideale, 
fronliere de separation des fonctions F(jr) qui donnent des series 



y_.'__ 

et des inte'grales 
convergences ou divergenles. 



CHAP1TRE IV. 



SERIES ET INTEGRALES MULTIPLES. 



Series m u It ip les . 



Soit une serie a termes posit ij s 

22 *«•?■ 



Pour que la serie converge, il faul et il suffit que la somme d'un 
nombre quelconque de termes reste infeYieure a un nombre fixe. 

Dans ces conditions, Ton demontre que la somme de la s^rie 
est la meme quel que soit l'ordre des elements. 

La recherche de criteres est li£e au mode de groupement des 
termes, il est evident que : 

A tout critere pour les series simples, et a tout mode de 
groupement des termes de la serie double correspond un critere 
pour cette derniere serie. 

rearrangement le plus simple consisle a poser 



'a, 



u 



m 



d'apresla correspondance r^gle'e par ce Tableau : 

a=l 2 3 4 5 



p=i 


u 


"2 


w 5 


M 9 


"U 


2 


"i 


Ui 


"8 


"13 




3 


"3 


"7 


"li 






4 


We 


«ll 









Prenons, par exemple, ^3,2 = "8« 
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II est clair que le rang 8 de ce terme est compris entre 5 et 9 
rangs extremes de la diagonale qui passe par 8 et de la diagonale 
precedente; d'ou, en g£n£ral, 

m>i + 2 + 3+.,.+ (a+p-2) 
ou 

(a-4-3 — 2)(a->-3 — 1) ^ ( a + R — i)(a -+- 3 ) 

- £ ^ < m 1 l C- , 

2 2 

c ? est-a-dire, d&s que (a -j- j3) est pris assez grand, 

i(a-h|i)2<a<I(a-H-P)»; 
or la serie 

converge, si Ton a 

< Um< ^ (p>o) - 
Done la serie 

converge, si I 1 on a 

9 **<\T^%r* (p>0) ' 

diverge, si I' on a 

Voici une premiere regie fort utile. De cette regie, on en tire, 
d'ailleurs, une seconde, ainsi qu'il suil : 
A condition que Ton ait 

5> o, 

Ton peut ecrire 

(a-f- P/> a*-h £*. 

Posons alors 

« + ? = «, 

le minimum pour a 5 -f- [3 f a lieu pour 

a=3= i. 
r 2 



SERIES ET INTEGRALES MULTIPLES. 53 

Ge minimum est done 






L'on voit alors que, si Von a s > 2, /a stWe double converge 
certainement, si Von a aussi 

Les groupements correspondent ici aux aires limitees par l'axe 
positif des a, l'axe posilif des [3, et des droites a -+- [3 = const. 

Faisons un autre groupement en prenant tous les points k coor- 
donnees entires de l'aire limitee par les deux axes positifs et par 
une branche de la parabole 

y = (x — x )* 

(x sera un parametre,x:omme f, croissant ind£finiment). 

Lorsque x tend vers Yinjini, il est clair que le rang m de u m , 
qui correspond a y aj p, tend vers l'aire limitee par les axes et la 
parabole, puisque m est le nombre des carr£s ext^rieurs a la 
branche gauche de la parabole. 



x} 



L'aire ^tant -~> l'on a 

3 



x* . v Is tend vers zero si x Q 

6 ( tend vers 1 infini; 



or la s6rie ^ u m est convergente, si l'on a 



"'«<-^7T- (P>o). 



m'+P 



Done la serie 22 Pa >P converge, si Von a 



"• 9< tw^ (?>0)> 



ou encore, si Von a, 



*«,?< — — -5 (»>3). 



a'-f ^' 



2 
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II est toujours sous-entendu : « a partir de certaines valeurs 
pour a et p i>. 

On peut multiplier a l'infini ces criteres par le choix de courbes 
convenables dir plan (a, (3). Ces criteres s^tendent, d'eux-m&mes, 
aux series /i-uples. 

La question se rattache d'ailleurs a celle de la convergence des 
integrates multiples. 

In t &gra les m u 1 1 ip les . 

Nous supposerons encore que c'est le champ d'inte'gration qui 
devient injini et non point Pelement differentiel. 
Soit, par exemple, 

dx\ dx« . . . dx„ 



X X "v, ~x*jj 



n 



Nous poserons 



Xy = r coscp,, 
x 2 — r sin cp! cos<p 2 , 
x& — r sin ^i sin cp 2 cos q 3 , 
j 



alors on a 

La convergence exige que Ton ait 



ou 



n 



comme il est bien connu. 

Cette regie s'etend de suite an cas ou Ton a 

' d.T\ . . . (It , 



r r rd.r } ...f/x n 

J J "J [Qw)]* 



n 



le symbole Q(#i) d^signant une forme quadratique dejinie posi- 
zis?(2 en oc \ * ^ 2y • • • ? ^*// ■ 



SERIES ET 1MTECRALE3 



Mais dans lout ceci Ton suppose une certaine sy metric relative 
iux variables. Nous allons aborder un cas plus general. 
Soit, par exemple, a etudier 






Tracons les courbes x a -\-y$ = t. L'on ; 

dx dy = dS 
element de surface. Done 



-r" 



x*= lu. 



t elanl consideVe" comme fixi 



L'aireS(OAB)est 

S= f tf(i-u)Jt*u*~'-du^t* + P f (i- 

{') I'oi/-, par exemple, le Court autographic de Hermil 
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A etant connu en fonction de a et J3, d'ou 

d'ou enfin 

dt. 



t* ? 



La condition necessaire et suffisante de convergence pour J 

est done 

i i 

a fi 



ou 



a p 

Ceci s'^tend ais£ment a 1'int^grale 

j, /*" /*" /*" </j*i f/j*2 • • • dx n 

%J *J \J X • —\— X a " — r~ • • • i - X n 

La condition necessaire et suffisante de convergence pour K 
est 

n 

i 

L'un des exposants doit d^passer \ unite' si tous les autres sont 
tres grands. 

Nous n'insisterons pas sur ces questions et sur les relations 
entre series /i-uples et integrates Ai-uples. 
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SERIES DE PUISSANCES A UNE VARIABLE. 



Convergence des series a une variable. 
Soit 

Cauchy a donne la regie suivante retrouvee ind£pendamment par 
M. Hadamard : 

Soil X la plus grande des limites de la suite 

• • • » V I a n |i • • • j 

ce que Ton peut ecrire 

lint |/fa„|= X, 

le rayon de convergence de la serie est 

i 

L'on dislinguera done quatre cas : 
i er 

X = o, p = 00, 

2 e et 3 e : X fini, e'est-a-dire (par un changemenl de variable) 

X = i, p = i, 

et ce cas se subdivise en deux suivant que \^ a„ converge ou non ; 

4' 

X = oo, p = o. 

Nous laisserons ici de cote" ce dernier cas, celui de la sdrie de 
Taylor toujours divergente. 

Ce par'agraphe est consacre' au premier cas el nous supposons, 
en outre, sauf indication contraire, tous les a n positifs et x po- 
sitif, comme nous l'avons dit au commencement de l'Ouvrage. 
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Fo net ions en tie res. 
Nous avons done 

(1) I i m \i a n — o 

et nous nous proposerons d'etudier la relalion entre la croissance 
de la fonction entiere representee par la serie el la d^croissance 
des coefficients a n . 

La question se scinde en deux dont voici la premiere : 

Premier probleme. — Quel est le degre de grandeur de la 
fonction, le degre des coefficients etant donne? 



Posons 



i 



D'apres (i) Ton voit que o(n) est une fonction croissante de n. 
Fixons son mode de croissance. 

Supposons <p(/?)=///\ le degre* de grandeur p £tant positij, 
commensurable ou non. 

Nous allons voir qu'il est un terme de la se>ie 



qui surpasse tons les a litres et donne a la fonction son degre de 
grandeur. 

L'on a, en cffel, 

_ r _ i 
d'ou 

a m x" l -~. -— . 

Nous considerons x comme ayantune valeur determinee. 

Ecrivons 

y — x p , 

y est aussi determine et y croil avec x. Le terme general s'ecrit 
alors 



a m x'»=(*- ) , 



y 



\ p ,n 



\' n / 
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r <kant fixe nous avons deux categories de termes, ceux dont le 
rang m est superieur a/et ceux dont le rang est inferieur a y. 
Etudions les deux sommes correspondantes. 

A. Somme des termes tels que Ton ait in ^>y. Ecrivons 

y_ = . ! 

m in — v 

I H '— 

y 

Soient m! — i et m! les deux entiers comprenant y. 
Nous avons ici 



d'oi 



m 2 m'^y, 



m — y m — m 

n - > I -h 



y in 

D'ailleurs m est grand puisque x et y sont grands. Done 

I I H ) = e Un-m )/>_+_ £ 

V ™ I 

(z m tendant vers zero lorsque x croit). 
D'ou Tine'galit^, assez serree, 

<*m x m < — . (m>m'>y). 

Done la somme des termes de rang 



est inferieure a 



m', /??'-*- r, m'-+-2j ..., oo 



el' 



el'— i 



Or Ton a 

P >o, 

done — est un nombre jini comme p. (Si Ton a p >> 1 , ce 

nombre est certainemeni inferieur a 2.) 

Ainsi, (j tie (que grand que soit le nombre determine x, nous 
avons dans la serie une infinite' de termes sans influence sur le 
degre de grandeur de la se'rie. 

B. Considerons maintenant les termes dont le rang est inferieur 
a m'. Leur nombre est m 1 '. Le plus grand d'entre eux vaut a lui 
seul presque toute la somme et determine par suite le degre de 
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la fonction. Quel est ce terrae maximum 
Ecrivons 

.,,,-(2)-. 
d'ou 

6'(3) d , 

o"{7) = S ^ 5 Iog? ~~ pz log5 ^ = /> ' ""^ los ~ ""^ 



8(w) est maximum pour 



log~ = logo — i, 



y 



Nous prcndrous done pour M le plus grand entier contenu dans — 

m = e(Z) = .. 

L'on en d£duit 

y>es. 

Le terme maximum est 

En fin Ton a 

f(x)>eP* 

et V inegalite est assez serree, car le rapport de ce terme 
maximum a un autre terme est tn)s petit. 
D'ailleurs, Ton a aussi 

f{*)<yei>' t 

car nous avons m' lermes (m r f?y), el la s£rie est infdrieurc au 
terme maximum r^pele m' fois. 
En definitive, Ecrivons 

y 

— = s -+- a (a < i), 
e 

nous aurons 

p v 

ps — — pa (pa<p), 



i 

= — xf — pa . 

e ' 



d'ou 
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1 1 

P Z » P Z 

— x-r — pa - - x" — pa 

e e <f(x)<xPe e 



Goncluons par ce theoreme : 

<p(/i) etant de degre />, 
f(x) est de degre to ( - j • 

Plus g£n£ralement (il n'y a presque rien a modifier aux raison- 
nemenls) 

Si <?(n) est de degre (/>), 



f(x) sera de degre u> ( — J 



Nous avons, dans la demonstration, suppose* que p etait un nombre 
positif, commensurable ou non; p pourrait, bien enlendu, re- 
pr£senter un degre* de grandeur tel que i ou j (Chap. Ill) dont 

nous savons former l'inverse -• 

P 

Les premiers travaux sur les series entieres, a ce point de vue, 
sont ceux de M. H. Poincare' (')et de M. J. Hadamard( 2 ). Ce 
dernier a precise et simplify scs resultats dans une Nole( 8 ) que 
nous allons reproduire ici presque texluellement, en conservant 
me me le langage relatif au domaine complexe. 

Soit une fonction entiere 

f(x ) = a ■+- a i x -+- . . . -h a, n x m ■+- 

Portons en abscisses les valeurs m et en ordonnees les valeurs 



;x = log 



i 



O-m 



7 formons un poly gone de Newton II passant par 

une infinite* de points et laissant tons les autres au-dessus. Les 
coefficients angulaires des c6tes deviennent, a parlir d'un certain 
rang, positifs et me" me de plus en plus grands. 

Designons maintenant par r, le logarithme du module maximum 



(') Bulletin de la SocieleMathematique de France, i883, 

( a ) Journal de M. Jordan, ify3. 

( 3 ) Societe Mathematique de France, p. i$6; 189G. 
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de la fonction sur la circonferencc de rayon <?*(£ reel). Comme le 
logarilhme du module d'une fonction analytique est une fonction 
harmonique (on le v^rifie de suite), -r\ croit avec £. 

Done le Ueu C du point (£, v\) est une courbe tournant sa con- 
cavite vers les r, positifs. 

Soit (£, 7)) un point de C, les expressions des a m par des inte- 



grates donnent de suite 



ou 



\a m \<er-»<\ 



m 



o. 



Si Ton annule le premier membre de cette derniere inegalite, on 
a la polaire de ($, 7)) par rapport a la parabole a axe vertical 



(p) 



m 



2 



2U = 0. 



Formonsdonc le contour C| reciproque de II par rapport a P, 
la courbe C est tout entiere au-dessus du contour C|. 



Fig. a. 




Nous allons, en second lieu, former un contour situe au-dessus 
de C. 

Soit done ijl = moL — j3, un cote du polygone II. Le point (a, (3) 
appartient a la fois a II et a P, done il est un sominet de C< . 

L'on a done 

> in a — J3 



log- 



a 
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OU 

I a m | < e?-'»*. 
Portant dans l'expression de f(x), 1'on obtient, pour \ < a, 



■r 



e 



P 



e-i 



Formons done la courbe 

qui admet ox, oy pour asymptotes et reste dans Tangle x' oy. 

Par chaque point (a, [3) sommet de C t faisons passer tine 
courbe, telle que (T) 

Rejoignons ces courbes par leurs tangentes communes, nous 
avods un contour mixtiligne C 2 . La derniere indgalite ecrite, com- 
paree a Tequation de la courbe (T a ^) 7 montre que la courbe C 
est tout entiere au-dessous de C 2 . 

Les deux contours C" et C^ qui se rapprochenl sans cesse l'un 
de l'autre, limitent la fonction. lis la repr^sentent done asymp- 
totiquement. 

Cette conception et cette image ge'omeHrique devaient £lre 
indiqu£es ici. 

Nous parlerons, enfin, d'une Note recente et fort interessanle 
de M. E. Le Roy('), sur laquelle nous reviendrons, d'ailleurs, 
dans le paragraphe suivant. 

M. Le Roy donne des representations asymplotiques de fonc- 
tions entieres en passant par le calcul asymptotique de ccrtaines 
integrales asymplotiquement equivalentes aux series considdr^es. 

Prenons un exemple 



(*) Cette Note, parue dans le Bulletin des Sciences Mathematiques, quoiquc 
da tee de novembre 1900, n'a ete* publice, en reality, qu'apres le mois de Janvier 
1901, epoque. a laquelle M. Borel a fait la le^on d'apres laquelle je redige ce para- 
graphe. {Note du Redacteur.) 

La priorile de publication de M. Le Roy n'en est pas moins incontestable. 

E. B. 
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M. Le Roy oblient, pour x = oo, 

el JI indique qu'il obtient ainsi plus de precision que M. J. Hada- 
mard. 

Nous renverrons a ce M^moire, en faisant remarquer que la 
m^lhode de M. Borel donne immediatement une approximation 
assez grande. On le voit par cet exemple, en remarquant que n ! 
est comparable a /i w , done (nl)P a n"P] <p(n) est done comparable 
a nP, e'est-a-dire d'ordre p, elf(x) est bien, pour x = oo, approxi- 

mativement d'ordrc o>-- 

P 

11 nous faut, enfin, trailer le probleme inverse; mais nous 

ferons, auparavant, une petite remarque : la consideration des 

ordres d'infinitude des coefficients montre immediatement, sans 

qu'il soil necessaire d'y insister, que Von augmente beaucoup la 

^convergence d'une sir ie par des groupements de termes. 

Deuxieme probleme. — Peut-on, du degri de grandeur de 
la f one t ion entiire, deduire le degri de grandeur des coef- 
ficients? 

Cette question a 6le abordee, pour la premiere fois, par 
M. H. Poincare, puis par M. J. Hadamard( l ). 
Nous avons montre" ceci : 



Soil 



r 

V« n 



si cp (n) est, en n, de degre (a), f(x) est de degre a> — 
Nous en concluons de suite ceci : 

Meltons le degre de f(x) sous la forme 



(0 i 

to — ou to - 

a a 



(suivant les cas). 



(') Voir E. Borel, Lemons sur les fonctions entieres, p. 62-70; 1900. 
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Si 'f(n) a un degre determine, ce degre est (a) oua; car, si 
Ton avait <f(n) < nP, |3<a/(.r) ne pourrait pas £tre du degre 
donne\ 

Si Ton 6crit cp (;i) = 73Y, en conside'rant y comme fonction de /i, 
Ton peut affirmer que l'on a 

plus petite lim (f) = a. 

(n=«o) 

L'on voit que la question ne comporte pas de reponse absolue. 
Enlevons, par exemple, a une s£rie entiere une infinite de 
term e 5 infiniment espaces 



2 a » 



(Zn.CC 



ft 



nous pourrons le faire sans que la fonction soit sensiblement 
modifie'e. Or ceci nous donne 

cp(N) = - =00 

1 o 

pour les indices N des coefficients qui ont ete* supprim^s. 

La croissance de <p (rc) peut £tre trhs irreguli&re sans qu'il en 
soit de m^rae pour f(x). 

La difficult^ du second probleme est infiniment supe'rieure a 
celle du premier. 

Cas du rayon de convergence fini. 

Nous employons encore ici le langage relatif aux fonctions 
d'une variable complexe. Par un changement simple de variable, le 
rayon de convergence R devient £gal a un. 

Soit done 

f(x) = a -h <i\X"\-. • • -+- a n x n -\-.. . . 

Les a sont positifs, x est positif et inferieur a un* Nous sup- 
posons dwergente la serie 

A = a -+■ a>\ -+■ o>\ -+- . . . -4- an -+- . . . , ' 

en sorte que le point 4- i est un point singulier de f(x). Nous 
allons £tudier la croissance de f(x) lorsque x s'approche de ce 
point singulier. 

B. 5 
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Tout cPabord Ton peut comparer f(x) a une autre fonc- 
tion g{x) de m£me nature, c'est-a-dire convergente pour x<i i et 
la s£rie des coefficients £tant divergente, d'apres une proposition 
de M. Cesaro, dont l'origine est une Note de M. Appell ('). 

Nous suivrons Pexposition de M. Cesaro ( 2 ) : 

On a done 

g(x) = b -h b\x -H. . .-f- b n x n -i-. . ., 

la seVie des coefficients b etant divergente. 
Supposons que 1'on ait 



lim I -=-^ )= a. 



Nous avons done, par definition mime, 

£„(« — e)<a„< 6„(a — e), 

iorsque n est supe"rieur kp (p dependant du nombre tres petit e), 
d'ou 

f(x) ~ ao-hciiX -h. . . a p xP-+- ^ 6 /t (a -H8s)»r /f 

(avec o <C 9 << i), ou encore 

/(a?)<(a-h e)^(.r)-f-[a — b Q (z -+■ z)] + . . .-h[a p — b p (x -»- e )]*/', 

ou 

<^ ct -t- e -f- t • 

Tout de mfimel'on a 

/(*) < [ao-6o(«-e)] + -" + f-"]^' 

d'ou ce resultat : 

Theoreme. — Si a n : b n tend vers une limite ol, Von a aussi 

Mais le premier membre f\ g peut avoir une limite sans que 



(' ) Sur certaines series, etc. {Comptes rendus, t. LXXXVII). 
( 3 ) Accademia delle Scienze fisiche e matematiche di Napoli; decembrc 
i8 9 3. 
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a n : 6/i en ait une, par exemple si les lacunes ne se correspondent 
pas. 

L'on.peut quelquefois lever la difficult^ par l'artifice suivant : 

f(x) 
£ = a -f- (a -^ ai)x -+-. . .-h(a -»- a\ -h. . . -f- a n )x n -t-. . ., 

et toutde m&me 

£<*l = y (60-4-6^...-+-^)^. 

I — X Jtml 

Supposons done que l'on ait 

n = oo\6 -h6 l H-...-+-6„/ r 

Ton aura, d'apr&s ce qui precede, 

*=iL*(*)J 

thioreme plus giniral que le precedent. 

L'on d^montre ais6ment, d'ailleurs, que si /a limite a existe, 
la limite $ existe et est la mime. L'in verse, £videmment, est 
g6n£ralement faux. 

Nous allons appliquer ceci : 

Exemple I. — f(x) = \* n/'" 1 #" ; comparons a 






(1 — x)P i 1, 2, . . ., n 

on a 

Jim -r— = hm - = Tip), 

d'ou 

lim(i — x)p(iP~* x + *P-i x* -h . . .) = T(p). 

Nous voyons l'allure de/(:r) pour x = i . 
Exemple II. — /(^) = '2 a « ^ avec 

lim(/ii-/>a /4 ) = *('), 



#* 



n = » 



( ' ) Koi'r Appell, Note d^j* citde. 
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ou, plus gen£ralement, avec 

lim [n^-Piax^ a 8 -*-.. .-+- a a )] = k % 
Ton a 

lim(i — x)Pf(x) —kT(p). 

x=l 

Exemple III. — J (x) = x*-\- .rP 4- # 8 -+-... ; comparons a 

= i-+- x -+- a?* -*- . 



l — a? 



L'on a 



6f-t- 6j-r-. . .-4- b n n 



to est le nombre des termes def(x) de rang inferieur ou £gal a n. 
Si — admet une llmite que Ton peut appeler la frequence des 
entiers a, l'on voit que 



lim (i — x)(x*-r-x?-h. . .)= Q; 

x=l 

la serie donn£e est asymptotique a au voisinage de x = i . 

Choisissons un exemple particulier que l'on rencontre dans la 
theorie des fonctions elliptiques, 

o(x) = X -\- X* -\- X* + X 1 * +- 

Ici 

G = Iim^=o, 

IT = oo /*• 

d'ou 

lim(i — x) (#-ha? v -H. . .)= o. 

Reportons-nous a V Exemple II, en faisant 

/»=£. * = ■; 

il vient 

t r GH4 



limi/i — #(#-+- a? 4 -+- a? 9 -h. . .) = -\/iz. 

Puis formons 
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n est une somme de deux carr£s, done A n repr^sente le nombre 
des partitions de n en deux carr^s. L'on a 

IT 

lim (1 — x)[v(x)]*= -• 
x=i ' 4 

Si done — - a une Hmite, elle est - I — - est le nombre moyen 

de manieres possibles pour la decomposition de n en somme de 
deux carr6s). 

Nous renverrons, pour d'autres exemples, pour d'autres appli- 
cations arithme'tiques inteVessantes, au M^moire deM. Ces&ro. Sa 
m£thode donne surtout, en somme, des representations asympto- 
tiques en (i — x)~p de la fonction au voisinage du point un. Nous 
allons proceder maintenant a une etude directe des series et nous 
comparerons les r£sultats a ceux obtenus par M. Le Roy dans le 
M£moire cite* deji. 

Etude directe et comparaison avec une methode proposie 

par M. Le Roy. 

Dans la Conclusion de son Me'moire (') sur les z£ros des func- 
tions entieres, M. Borel disait ceci : « Si la fonction entiere 
devient tres grande lorsque le module de la variable augmente, 
e'est surtout parce que, pour chaque valeur du module, un terme 
devient tres grand et non parce que beaucoup de termes 
deviennent tres grands. » Ce principe a trouve" deja plusieurs fois 
son application dans cet Ouvrage. Nous allons faire usage ici, 
pour une seYie & rayon de convergence Jini, d'un principe tout a 
fait pareil. 

I. Soit done la se>ie : 

f(x) = ao-+- #1^ -*-• • .-4-a»a?"-+-. . . ♦ 
avec 

«m=« m *, o <k<i. 

Donnons & x une valeur fixe et cherchons le terme maximum 

a n x n = e n *+ nl0 * x . 



( ') Acta Mathematical t. XX. 
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Annulons la d6riv£e logarithmique 

kn k ~ x -hlogx = o. 

Ceci donne le rang n du terme maximum. Pour parler tr&s 
exactement, I'on prendra 1'entier le plus voisin de n. 
D'ailleurs, la regie de THospital donne 



J=i\lo%x) 



done, au voisinage de tin I'ou peut £crire 

e tend vers zero 
= (k-*- s) -1 /! 1 -* ] si x » un, 



i - x 

ou n » oo 



d'ou l'expression suivante du terme maximum 









Ce terme donne le degri de grandeur de la fonction. 
Posant 

i 



i — x 



= '• 



Von voit que f(t), pour / = oo, es* rfe degre to (- _, )> a ; , e/«Ai£ 

rfe degre <ok en /i. 

Si A* est Jres voisin de un, le degr£ de grandeur de la fonction, 
pour x = i , est /res grand. 



II. Soit maintenant la s6rie 



avec 



2«- 



m 






Ce coefficient est, en m, de degr£ cof i )• Cherchons encore 

le terme maximum. L'on a 



; -+- n log .r 
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il faut donner a n une valeur telle que 



Comme 



1 T i 

\ TT ^ -4-loga? = o. 

log/i (log/i)* 




= I 



on a 



-— =(i + e) 



i — x 



\ loga?, 



l0 ^ \ si 



e tend vers zero 
a? tend vers un. 



Le terme maximum est done 



n r 1 _ l_l n 

,logn L(lo&") a log* J ^Oog")* 



=z e' 



o 



r 



logn — (i — t')t\ 
si 1'on pose = /, le terme maximum devient 



. —* 



(!-£-)* 



7» 



le degre de grandeur de f{t) est 

w*x(i). 

On peut verifier que f(x) ne d(*passe pas beaucoup le terme 
maximum. Montrons, par exemple, qu'un terme de rang p = n- 
(/z etant le rang correspondant au maximum) est tres petit 



_P _ r_i t_ -j 



n* n 



a p xP< e lo » 



1 ri f ( i "I 



n lui-me*me est grand, si x est voisin de un. D'ou 



a p xP<e l0 « n (i>M>o). 

Nous sommes doncbien certains que Ton a 

a n x n <f(x) < n*a n x' 1 . 



O 



est tres petit a c6t£ de e el . C'est ce que nous voulions obtenir. 



• • ••• •' 

: : • •: 

• • •• • 
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III. Dc la m6me manure, si Ton a 



m 



on trouvera que f(l) est de degr£ 

«*-*-» x(i), 

et nous pouvons dresser le Tableau suivant : 

f(x) ayant pour rayon de convergence un, 



Les ordres de a„, en m etant 



to 



(0 



(-i); 



Les ordres de f(x) en 

Pi 

W«(l), 
W*+*(l). 



I - - a: 



seront 



M. Le Roy, de son c6t^, vient de donner r^cemmenl (*) une 
<c M^thode pour le calcul asymptotique de certaines integrates 
d£finies », m^thode qui donnera des resultats relatifs aux « series 
asymptotiquement ^quivalentes a ces integrates ». 

II d^montre, par exemple, que si a m (ou sa parlie principale) 
est 



on a 



i 



/(*> 



(o</?<i), 



rsj 



(l —x) x -p 



si 



PP(a»i) = 



{\ogm)P 



(p > o). 



on a 



/(*> 



/v 



(l _ x) (log_i_)' 



( * ) Nous avons explique 1 au Chapitre precedent comment les iravaux de MM. Le 
Hoy ct Bo re I 6taient independants, quoique le Bulletin porle la dale: Novcmbre 
1900. 






• ••• • • 
• . • • • 

• • • • / 
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Si 

* 

t — ! 

PP\ m) — /uiogmlogim. . .log p-tin (log p m)v *?<- '• 
on a 

/U) ^[ logP (_!_)]'-'. ' 

II donne encore 

\osx ~ — — logf ) 

(x=l) i— a? \i — xj 

en partant de la s£rie de Lambert : 



oo 



l0 **=2fZ!5- 
1 

M. Le Roy a done considere des series autres que des series de 
puissances; il a consid&*£ aussi le cas ou la s£rie des coefficients 



A = fl| + aj + . . . -h a 



m 



diverge sans que a m soil croissant avec m. 

II £tait, au contraire, dans le cadre de ces Legons, de ne prendre 
que des series A don l le terme g£n6ral a m fut une fonction crois- 
sante de m. D'ailleurs, M. Le Roy a envisage ce cas avec la s^rie 

F(x) = \a n x n t a n ^= e^ *")*. 

En posant 

alog? , 

— t— = — log.r. 

M. Le Roy obtient 






Revenons a la variables, 



./ ■rll — \oz. r) 

d'ou 



e * 



En prenant, avec M. Borel, le terme maximum, on trouve 



* * * * J * • •*' 
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pour ce terme 



;r(i — log .r\ 



' — — J* v /r I J - l «K r > 

t» • 

On voit combien sont voisines les expressions donnees par 
un calcul asymptotique et par la me'thode du terme maximum. 

Nous ne saurions, enfin, terminer ce Chapilre sans indiquer la 
memorable etude, faite par M. J. Hadamard, d'une s^rie sur la 
circonference de son cercle de convergence ('). Nous en donne- 
rons ici un tres rapide apercu. 

Les travaux de M. Hadamard, 

M. Hadamard met en Evidence le role que jouent certaines 
series fornixes en appliquant k la seVie don nee des operations 
fonctionnelles simples. Gcs operations, que nous designerons par 
D et (0, se rattachent ace que Ton a appele la derivee a indice 
quelconque. Avant le jour ou M. Hadamard a mis en lumicre le 
rdle de ces algorithmes, on pouvait se demander s'il y avait la 
autre chose qu'une « chinoiserie ». 

1. IS operation D. — Soit/(jr) une fonclion. Posons 

f f(x)dx=D-if(x), 
f [V-*f(x)]dx = V-*f(x) y 



En integrant par parties Ton oblient 



I LL. ~> f(z)dz. 
Riemann ( 2 ) ecrit, par definition, a £lant un nombre quelconque 



( ') These, Journal de Math., 1892. 

( 2 ) Voir V Edition aliemande de ses OEuvres, ce M£moire n'cxislant pas dans 
la traduction franchise de M. Laugel. 
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negatif, 

Oq v^rjfie que 
pourvu que Ton ait 

a, (3, a', J3' 6tant des nombres negatifs. 

Soit maintenant a entier positif par definition, on pose 

»■*•>- ^ 

et encore 

D«(DP)=D«+P, 

j3 etant < o. 

Par Id D a es£ defini quel que soit le nombre reel a, et Ton 
verifie que toujours 

D*+P = D»' ♦*', si a-t-p = a'-4-?', 

quels que soient a, [$, a', J3'. % 

Par le changement de variable z = £#, Riemann a obtenu 

D» g »= p/ r(w + ,) , *-«. 
T(/?i-m — a) 

II. U operation uD. — M. Hadaraard pose # = eJ" et forme le 
symbole D en regardant f(x) comme fonetion dej^. C'est l'op£- 
ration cO. 

On trouve ainsi 

Q*x m = m*x m . 
Gela pose, soit 

f(x) = ciq-t- a.\X -+-. . .-f- a n x n -\-. . .. 



On 



a 



(i) **D*/(*)= y «/« t^ 1 --—^^ 

w ^v / ^ m r(m-f i- a) ' 

(2) (D*/(ar) = 2 a /» /na - rm 



■• ■» j ^ >j ' ■*. > 

" ' ^ . j -. ' -- * 
j j - 
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et comme on a 

r(m-hi) 



T( m -hi — a) 



= (H-6)W», 



Ton voit que (i) et (2) sont absolument convergents en m^rne 
temps. Ce sont Jes deVeloppements (2) que considere M. Hada- 
mard. 

III. Uordre d'une sirie. — ■ M. Hadamard introduit ensuite la 
notion & ecart fini, pour une fonction re'elle ou non, notion 
voisine de la notion de variation bornee de M. Jordan. Si les 
deux integrates 

J(%b nb 

f co$nxf(x)dx, n I sin nxf(x) dx 

restent finies et moindres que I, (a, b) (Slant des limites quelconques 
inteVieures a rintervalle (a, j3), l'on diraque f(x) est a ecart fini 
et que Vecart, dans (a, (3), est I. 
On obtient alors ce theorerae : 

Si la fonction f est finie, continue, a ecart fini sur la cir- 
conference de convergence, la serie formee par ses coefficients 
sera absolument convergente ou bien, si elle ne Vest pas, elle 
le deviendra lorsque Von remplacera 

f(x) par &-*/(*), 

e etant posilif, aussi petit que Ton veut. 

On d^finit alors Vordre en un point x de la circonfSrence : 
c'est un nombre Q telque, au voisinage de x 

soit fini, continu, a ecart fini, mais non point 

<$r®-*f(x). 

En un point ordinaire, l'ordre est — 00. Les points singuliers 
sont seuls int^ressants. Ou bien encore : Vordre est le plus petit 
nombre Q tel que 

~ ' } restent finies lorsque p tend vers un. 

(i-p)Ql J J H v 






•-••;; 
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Nous ne pouvons insister sur ces questions. Nous voulions 
moutrer que l'£tude des series 

<D/(*). 
se rat lac he £troitement a lMtude de la s£rie 

dont le rajon de convergence est un. 

Nous voulions aussi fa ire une remarque importante a notre 
point de vue. Cest mdme surtout en vue de cette reflexion finale 
que nous avoas parl£ ici du troisieme Chapitre de la These de 
M. Hadamard. 

Dans ce remarquable Memoire, it est constamment suppose 
que les coefficients a„ n lorsqu'ils sont croissants, sont des fonc- 
lions de m a croissance reguliere. 



Soit, par exemple, 



m = l 

on a 

qui, sur le cercle de convergence, devient 



2 



m*+*. 



Or une fonction qui admet une derivee Jinie est a ecartfini ( 4 ). 
Cest le cas de la s£rie pr£c6dente ou Ton fait 

a = — 3 — e, 
car on a alors la seVie convergente 



2 



m 



l-ne 



(*) Journal de Mathematiques, p. i65; 1892. 



j • 
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landis que si a = — 3 ~i — s ii vient 



donc/(.r) au point x — i est d'ordre 3, c'est-a-dire comparable 

a(i — x)~*. 
De muffle soit 

40 

<p(a?) = ywg", 
1 

on trouve que le point singulier un est d'ordre i, c'est-a-dire 
que ?p (#), en ce point, est comparable a (i — a;)""" 2 . 

Mais/et <p ont des coefficients a croissance reguli&re. 

Extrayons de la premiere seVie la s6rie 

en posani 

n = m ! m = o, i, 2, 3, .... 

Les coefficients sont done 

1} 2 , ^o.) f ^ 4 ■ / » .... 

lis sont a croissance irreguliere. Dans ccs conditions, 1'ordre de 
la fonction F au point un n'est plus du tout 3 comme pour/. 

Les regies appliquees au cas des croissance s regulieres 
tombent en defaut, tout change. 

Comparons, en effct, <p et F d'apres le th£oreme de M. Cesaro. 

Pour F la somme des (pi) 2 premiers coefficients est 

Pour <p la somme des (pi) 1 premiers coefficients est 



2*/>;(/> ! -) t [(/> , -) i -*-i] 1 



# »• • 

■ • • • • 
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d'ou 

,,m f?^ > hm / 7T> 

o(x) <*tant comparable a (i — J?) -2 , F(x) est d'ordre moindre 
que 2 au point un, alors que/(.r) e*tait d'ordre 3. 

On voit combien il est urgent, dans une question on se pre- 
sented des fonctions croissantes, de discerner )es croissances 
reguliSres des croissances irregulieres (' ). 



(') M.J. Hadamard vient de publier un excellent Ouvrage sur la Serie de 
Taylor (chcz Garr6, 1901), trop tard pour que nous ayons pu nous en servir pour 
cette redaction. 
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SERIES A PLL'SIEURS VARIABLES. 



Series en tie res. 



Soit 



«0 00 



f(**y) = 22 k, w xm y n * 







les coefficients et les variables elamtpositi/s. 

Pour que la se>ie soit entiere, converge quels que soient x et y y 
ilfaut et il sujfit que l'on ait 

plus grande limite | w+ v^A OTirt | = o. 

On le voit imme'diatement et directement. Cela r^sulte aussi du 
th£oreme demontre" au de'but du paragraphe suivant. 

Nous l'admettons done, et nous allons e*ludier quelques ques- 
tions relatives aux ordres en x et en y de la fonction f(x, y). 

Vne/onction entiere F(z) est d'ordre o, si Von a 

\H*)\<***\ 

e ^tant donne aussi petit que Ton veut, r= \z\ eHant pris assez 
grand (*). Nous appelons ordre total He f{x^y) l'ordre en z de 

On a d'abord ce th^oreme : 

Theoreme I. — Si ya est une valeur particuli&re positive 

dey, et si 

f {*>?<>) 

est une fonction entiere d'ordre p en x 1 si V ordre total de/( x f y ) 
est fini, l y ordre de 

f(*,y\) 

est encore p, quel que soit le nombre positif y t . 



( ! ) Em. Borel, Fonctions entieres t p. 6i; 1900. 
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Supposons, par exemple, que 1'ordre total soil i, c'est-a-dire 
que, pour z assez grand, on ait 

/(*, 3) = ^^ a **"* m + n = 2 k ™+* Zm * n < AeZ - 

Cela donne 

A 

Aw4 - /I < (w + fl)! ' 
Or 

D'ou 

(a) "«■" < (^TTTo! 

(les coefficients £tant positifs). 

Conservons cette inegalite (a) et cherchons-en une seconde. 
Supposons, par exemple, pour simplifier 1 'exposition, que 

y =i et que /(#, i) soit d'ordre -• 
Nous aurons done 

2 2 2 L -^^ ( 2 m ) ! J 

d'ou 

B 



(P) «*.«< 



(am)! 



Nous ferons usage tantot de (a), tan lot de ((3), suivant que Tun ou 
1' a utre sera plus avantageux. 

Proposons-nous done de trouver 1'ordre de 

soit, par exemple, 

6>2. 

Le coefficient de x m sera 

(«/»,0 H- «/*,! £ H- • • ."+- (*m,mb m ) -+- (a,/,,,,,-,-! &«+■ -H. . .)• 

II est moindre que 

B , . r b m +* bm+l 



(2A/1 



[frm-hl bm-*-l "I 

(2/n + i)! (2/714-2)! J 



On voit que pour les m premiers termes nous nous servons 
de (6), pour tous les autres de (a). 

B. 6 
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Ce coefficient est moindre que 
B b m +i — i A bm+i 



A !>m+i r I b 1 

-+■ r h /— - - / 1-. . . 

( }. mj; ['2//H-1 ('i/w + i)(2//i + j) J 



(am)! 6 — i 
et, pour m^assez grand, moindre que 

(A -«- R >*>'"+* 

Mais ceci n'est autre chose que le coefficient dc x m dans le d^ve- 
loppement 

•2 

C'est ce que nous voulions etablir. 

Nous pouvons ddmontrer un second th£or&me. 

Theoreme II. — x et y etant deux valeurs positives quel- 
conques de x et y, si la fonction enti&re f(z,j'o) est d'ordre p 
et si/(x ,y) est d'ordre p', Vordre totaldef(x,y) est au plus 
egal «p-l- p'. 

Supposons, par exemplc, p = -, d'ou 



( I ) «/«,« < 



2 

B 

( i in ) ! 



(d'apr&s ce qui pr£c£de). 

Exprimons que Tordre dc la fonction en y est determine, par 
exemple qu'il est a pour x = i, ce qui donne 

C) ! 

ou, a fortiori, 

G 

(II) «m,»< y-v- • 

ce qui pent s'^crire, puisque pP est asymptotiquement peu difiV- 
renl de /;!, 

^ C 

(II) «,„,«<—• 



n 
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Nous emploierons (I) ou (II) suivant les circonstances : 
i° Supposons 



n 

'im > - 

a. 



Nous pouvons £crire, d'apr£s (I), 



B I) 



a condition que Ton ait 



("T-")« 



,.- N m -+■ /i 

(III) _ .. <am; 



2° Supposons 



/ 



im < - 

7. 



Nous pourrons ecrire, d'apres (II). 



. ^ C D 



a condition que l'on ait 

(iv) -^'<r 

Or (III) et (IV) sont verifies, en tenant compte respectivement 
de (I) et (II), si l'on prend 

a 

Done l'ordre total est au plus /, e'est-a-dire au plus £gal a la 
somme des ordres.en x et en y des fo notions enlieres f{x^y Q ) y 

/(*o,JK). 

Le thdor£me est £tabli. 

Les resullats precedents s'etendent sans peine aux fonctions 
enlieres de plusieurs variables; on peut aussi les eHendre a des 
cas ou Ton suppose l'ordre infiixi par rapport a 1'une des variables 
#, y, inais ou l'on donne, cependant, une limite superieure de la 
croissance. 

Nous conviendrons de dire que l'ordre d'une fonction enli&re 
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f{z) est inferieur a co si le module maximum croit moins vite que 






que cet ordre est infe>ieur a u> 2 si le module maximum croit 
moins vite que 






Nous aurons, par exemple, ce theoreme : 

Theoreme III. — Si la fo action entiere a coefficients positifs 
est telle que 

f(Vjfo) soit d'ordre p, 
f(tjt) soit d'ordre < to, 

x etant un nombre positif particulier, on peut ajffirmer que 
V ordre de f(x, y\) est egal a p quel que soit le nombre positif 

Nous avons, eu effet, par hypothese 

fi,t,t)^F(t)<e< 1 . 
Posant 

il vienl 

c«< • - • 
' VI 

Cherchons le minimum du second membre. Annulons la deri- 
ve* e logarithmique 

--?■ 

d'oii 

car - est n^gligeable par rapport a log*, d'ou enfin 

I 1 



ti "(log 7)'/ 

[On voit que Ton a affaire a (logy)? au lieu de qi que Ton 
trouvait dans Thypothese d'un ordre lolal fini.] 

( ') Comples rend us, 22 avril 1901. — Voir la Note de M. £111 ile Bore). 
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Cela pos£, si l'ordre en x est a pour y = i, Pordre en x est 
encore fini pour^ pris quelconque et nous avons 

i 

(II) «//!,«< — 



m 

(m)» 
Le coefficient de # m , savoir 

est done inferieur a 
i 



m 



(i-h^-h^-h.-.-h^"- 1 ) 



(w)' 



[log(m -+- /i )]'"+'* [log(/rc-H n + i)]'^- 1 - 1 

Supposons, pour simplifier, 

i 

J r >2f 

alors le coefficient 

i ■+■ .x -+• ^* ■+-... ■+- 7" -1 

est inferieur a y n . 

Prenons maintenant n = -. — - — > noire coefficient de x m sera 

log s m 

inferieur a 



'1 [log(/7l -h /*)]'""* 

(ro)« 



ytt 
< — 4" 



^ f l 

[log(m-wi )]'«+« . 

L log(. 




< 21 xl- > y n 

puisque 

m 

[log(m 4- n)] l »- | -»> (m)*. 

L'ordre en x, pour celte valeur de y, est bien a, corame nous 
le voulions montrer. 
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II est Evident que ces the'oremes et les thdor&mes analogues 
relatifs au cas de n variables, ne s'appliquent plus au cas ou les 
coefficients ri*ont pas tons le mime signe. Soit, par exemple, 

On voit que <p {x, n) est d'ordre i, tandis que, si y a d'autres 
valeurs, l'ordre est 2. 

L'£tude du cas g^neVal demandera que Ton pose des hypotheses 
assez compr6hensives et constitue un tres interessant sujet de 
recherches; il fall ait commencer par le cas des coefficients de 
m6me signe. 



Rayons de convergence associes. 

Nous allons, d'apres un Memoire deM. E. Lemaire (*), eludier 
la convergence absolue de la se>ie 



22 ayy ' 7 ^ r/ * 



Nous adopterons d'ailleurs le langage relatif au domaine com- 
plexe, quoique, en principe, nous considerions seulement des 
series a coefficients et a variables positifs. 

On sail (th^oreme d'Abel) que si la serie est absolument con- 
vergente au point {x , y^), elle Test encore en tout point (x,y) 
si 1 on a 

kKko!. lrKI.ro I . 

Soient O et O' les origines dans les plans x et y\ C et C deux 
circonferences de centres O et O' et de rayons /• el r l . 

Nous dirons que les deux cercles forment un systeme de 
cercles de convergence si la s£rie converge absolument en tout 
point (x,y), tel que x soit dans Tinterieur de C et y dans Tinte- 
rieur de C. 

r et r' seront dits rayons de convergence associes. 

M. Lemaire se propose d'obtenir des rayons associes dont lc 
rapport soit un nombre donne R. 



(•) Bulletin des Sciences mathematiques; 1896. 
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Soil une suite a deux indices 

• • • 1 *' p,t/i • • • > 
et considirons les termes tels que Ton ait 

La plus grande des limites, dans ces conditions, pour /i = oo, 
sera le plus grand element H de l'ensemble derive* (voir p. 10). 

Prenons, dans ces conditions (e'est-a-dire posant p + q = n 
et n croissant indefiniment), la plus grande des limites de 

tya Pl9 Ki\. 

Soit X(K) cette plus grande limite. On a ce th^oreme 

Theorems. — Les deux nombres 

__i ,_ _K_ 

r ~ X(K)' ' " X(k; 

constituent, quel que soit K, un systeme de rayons associes; 
et Von a 



*® 



= 1 . 



En effet, des que Ton an>N, il en resulte 
e tendant vers zero lorsque N devient infini. Or, ceci donne 

(p + q = /i), 

k \7 



«p«\(^) P (rrt) q<1 > 



ce qui prouve la convergence absolue pour 



a- 1 < 



\y\< 



X 4- s' 
K 

X -+- S 



et la divergence si les deux inegalite's ci-dessus sont renvers^es. 
En fin, ^liminant K entre les deux Equations qui donncnt r, r', 
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on obtient la relation annoncee entre r et r f . Le th£or£me de 
M. Lemaire est demontr£. 

Si Tun des points x, y vient sur la circonference de son cercle 

de convergence, il y a doute relalivement a la convergence de la 

serie ]£2 a P« xP y q * 

II peutarriver, d'ailleurs, qu'a une valeur de r corresponde une 
infinite de valeurs de r r . 

Soil, par ex em pie, la s£rie de Mac Laurin correspondant a la 
fonction 



(i — x){*—y) 

on a des rayons associ£s en prenant 
ou bien 

r = i, 

r < % 

ou bien 

r < 1, 

r = i. 

En ce cas, l'elimination de K est faite d'avance. 
Cette analyse s'tftend de suite aux series 

22' ' '^"Pi'P* n x} V xP f ■ • • *?'"• 

Soit a(K< , K 2 , . . . , K|_i ) la plus grande des limites de 

I Va K^' W- KM* I 

l" a /'i./'! ! -./'i Iv l *M ••• IY t-4| 

pour 

]es (i — i) lettres K repr^sentant des nombres donnes arbitraires, 
on a i rayons associes donnes par 

n — a — _ r ' _ l 

Kj ~ K, i ~ X 



avec 



j A ) 9 • • • } 1=1. 
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Series syntagmatiques. 
Consid£rons une s^rie reelle 



% 22 a p« xp y 



et £ludions la zone de convergence, c'est-&-dire l'aire du plan des 
xy ou peuvent se mouvoir x et y^ de mani&re que la s^rie con- 
verge to uj ours. 

Nous pouvons d'abord prendre un nombre de termes de plus en 
plus grand, sans aucune lot pour la formation du groupe, et voir 
s'il y a, dans ces conditions, une limite pour la somme : ce sera le 
groupement selon le mode A. 

Nous pouvons, en second lieu, ^tudier la convergence de la 
s£rie des groupes homogenes : ce sera le groupement selon le 
mode B. 

Nous pouvons, enfin, ordonner la s6rie double selon les puis- 
sances de Vune des variables : ce sera le groupement selon le 
mode C. 

Les trois modes A, B, C ne donnent pas, en general, la m£me 
zone de convergence. 

Soit, par exemple, la s£rie de d£veloppement de 



x—y 



Le mode A donne 



n\ 



(a) 1 -+-... -f- -r^\ xP y q +--- (/>-*-? = *)• 

Le mode B donne 

(b) 1 -+- (x -h^)-*-.. .-*-(x+y) n -t- 

Le mode C donne enfin 

1 y _Z!_ 

l — X "^ (I- X)* "^ (I — *) 4 

(C) l -i^r(2«- ')^[2^-H + -- 

a- 



Nous voyons que (a) converge si I'on a 

i«i + lr:<i 

el (&) converge si l'on a 

|»-r-.Tl<l, 

(c) converge si l'on a, a la fois, 

Caitchy avail remiirqiie ces fails qui rendcnl si difficile ('elude 
des series <\ plusieurs variables. 

II appelait syntagma liquet les series lelles que cello qui pre- 
cede, convergentes avec )e mode dans des regions oil, par les 
modes de groupemenl A. el B, elles diver geraient. Les dessins 
ci-apres monlrenl les zones de convergence A, B, C. 



Ces remarques de Can ill v prennenl line Ires grande importance 
lorsqu'on les rapproche des reclierches recenles de M. Millag- 
ketfler sur le prolongement analylique. Par tine melhodc qui lui 
csl personnelle et compli'lement independante des Iravaux de 
Cauchy, M. Miltag-Leffler est arrive a des requitals de la plus haute 
importance, prccisemenl au moyen d'un groupemenl convenable 
des termes dans des series multiples a plusieurs variables. Mais 



